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Capitolul 1

Electrostatica

Sarcina electrica se manifestd in interactiunile de natura electromagnetica. Din punct
de vedere al acestei proprietati toate particulele se clasifici in trei clase numite
conventional neutre, pozitive si negative. Particulele neutre nu interactioneazi
electromagnetic cu nici o particuld fie ea neutra, pozitiva sau negativa. Spunem ca
particula este neincarcata sau cd sarcina sa electrica este nuld. Particulele din celelalte
clase se numesc incarcate. Intre aceste particule se manifesta interactiuni electromag-
netice. Prin conventie particulele unei clase se numesc pozitive iar celelalte negative.

Sarcina electricd elementard are valoarea de —1,6-107!° C. Ea reprezenti sarcina
electrica a unui electron. La nivel microscopic sarcina electrici apare discontinui
in timp ce la nivel macroscopic (datoritd valorii mici a sarcinii electronului) sarcina
electricd apare continua.

Pentru un sistem izolat (nu schimbd substantd cu exteriorul) se postuleazi legea
conservarii sarcinii electrice: sarcina electrica totald a unui sistem izolat nu se

modifica in timp
Y a=ct, (1.1)
i

unde ¢; este sarcina electrica a particulei ¢ din sistem. Aceasta lege este verificata de
toate observatiile experimentale efectuate pana in prezent.
Consideram o sarcind electrica distribuitd linear. Sarcina electricd a elementului
infinitezimal de lungime dl este
dg=X\dl, (1.2)
unde A este densitatea lineara de sarcind electrica. Sarcina electricd a lungimii finite

L este

q= I/\dl. (1.3)

Daca sarcina electrica este distribuitd neuniform pe o suprafata, sarcina electrica a
elementului infinitezimal de suprafata dS este

dg = o dS , (1.4)
4
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Figura 1.1:

unde o este densitatea superficiald de sarcind electrici. Sarcina electricd de pe
suprafata S este

q:/sadS. (1.5)

Cand sarcina electrica este distribuita continuu in volum, sarcina electrica a elemen-
tului infinitezimal de volum dV este

dg=pdV, (1.6)
unde p este densitatea volumica de sarcind electricd. Sarcina electrica din volumul
finit V este

g /v pdv . (1.7)

1.1 Legea lui Coulomb

In 1785 a fost stabilita prima lege cantitativa din electrostaticd. Conform acestei legi
forta de interactiune intre doua sarcini electrice punctiforme se exercita
de-a lungul dreptei ce le uneste si este proportionala cu produsul sarcinilor
electrice si invers proportionala cu patratul distantei dintre ele

Flzzi %77122—}721 3 (1.8)
unde € = €j¢, este permitivitatea dielectrica a mediului in care sunt plasate sarcinile
electrice, cu ¢ = 8,85-1072 F/m permitivitatea dielectrici a vidului iar €, permitivi-
tatea relativd a mediului. Relatia (1.8) este valabili pentru medii omogene. Forta
(1.8) este de atractie daca sarcinile electrice sunt de semn contrar sau de respingere
daci sarcinile electrice sunt de acelasi semn (vezi Fig. 1.1).

Dacé sarcinile electrice sunt plasate in vid forta de interactiune este

~ I qgz .,
Fig = — —— . 1.9
% drey T3, bl (1.9}

)
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Figura 1.2:

In cazul unui sistem format din mai multe sarcini electrice punctiforme, forta rezul-
tantd care actioneazd asupra sarcinii ¢ (vezi Fig. 1.2) este egald cu suma vectoriald
a fortelor de interactiune electricd intre sarcina electrici g si fiecare sarcini electricd
din sistem, independent de actiunea altor sarcini electrice (principiul superpozitiei,
care in cazul sarcinilor electrice reprezinta principiul independentei actiunii fortelor
electrice)

= Gk 9 o
FL = = - T . 1.10
k7 e 7 r? Tik ( )

1.2 Campul electric

Campul electric este o stare a materiei ce ia nagtere in jurul sarcinilor electrice, fie ca
se afld In vid sau in substantd. Campul electric este caracterizat de doud mérimi fizice
vectoriale: intensitatea campului electric E si inductia cAmpului electric D. Pentru
un mediu omogen si izotrop D =¢E.

Intensitatea campului electric este numeric egald cu forta care se exercita asupra
unitatii de sarcina electrica

E==—. (1.11)

Q|

Expresia intensitatii campului electric creat de sarcina electrica punctiformd g; intr-
un punct situat la distanta r;; de punctul in care se afld sarcina electricd punctiforma
q; este

Ei=— L . 1.12
k7 4rre r?k Tk ( )

Cand avem un sistem de sarcini electrice punctiforme, intensitatea campului electric
creat de sistemul de sarcini electrice intr-un punct este egald cu suma vectoriald a
intensitatilor cAimpurilor electrice create de sarcinile electrice din sistem In punctul
respectiv (principiul superpozitiei)

L] :
B=—rY %3¢, (1.13)
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In cazul unei distributii continui de sarcina electrica, intensitatea cimpului electric

are expresia
1

— p -
E=— —T7dV. 1.14
dre Jv 37 (1.14)
Lucrul mecanic efectuat la deplasarea sarcinii electrice ¢ intr-un cimp electric de
intensitate E este . .
dW =F -dr =qFE - dr . (1.15)

Tinand cont de relatia (1.8) rezultd pentru lucrul mecanic expresia
dW = — 7 .dr = — = dr, (1.16)

unde 72 = 7- 7 = r?, care prin diferentiere di 7- d7¥ = r dr.

Campul electric produs de o sarcina electricd in repaus este caracterizat gi de
marimea fizicd scalara, numitd potential electric. Potentialul electric intr-un
punct oarecare dintr-un camp electric este numeric egal cu lucrul mecanic
efectuat de campul electric pentru a deplasa unitatea de sarcina electrica
din punctul respectiv la infinit.

Tinand cont de (1.16), expresia potentialului cimpului electric creat de sarcina @
in punctul M situat la distanta r de ea are expresia

L T el R (1.17)

Ae Jr 12 Amer

Folosind principiul superpozitiei putem calcula potentialul electric creat de un sistem
de sarcini electrice. El este egal cu suma algebricd a potentialelor create de fiecare
sarcind electricd din sistem, independent de celelalte

v=SV;.
J
In cazul unei distributii continui de sarcina electrica, potentialul cAimpului electric are

expresia
1 dq
V= — / 'l 1.18
47re 72 ( )

Integrala este curbilinie, de suprafata sau de volum dupa cum avem distributie de
sarcina lineara, de suprafata sau de volum.

Diferenta de potential intre doua puncte M si IV din camp este numeric egala
cu lucrul mecanic cu semn schimbat, efectuat de cimp pentru a deplasa unitatea de
sarcind electrica din punctul M in punctul N. Deci

M

VM—VNz—/N B.dr,

7

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



e
A 8

Figura 1.3:
de unde rezulti ci dV = —E - dF . Relatia dV = —E - dF se poate scrie si sub forma

dV =—(E;dz+ E,dy+ E, dz) . (1.19)
Confruntand relatia (1.19) cu |

ov ov ov

degdx+bzdy+Edz,
obtinem 5 5 o
|4 |4
E:l: —%; Ey__a_y) Ez _57
sau .
E=—gradV. (1.20)

Din (1.15) si (1.20) rezulta
dW = qE -dr = —qgradV df = —qdV . (1.21)

Integrand relatia ¢ E-d7 = —gdV pe un contur inchis (fie conturul inchisI' = ALBL'A
reprezentat in Fig. 1.3.) obtinem
B A
g E-dF+q/ E-di=0. (1.22)
A(L) B(L')
De unde
B — B -—p
q/ E-df’:q/ E-dF,
A(L) A(L")

sau q $p E - d7 = 0 . Deci lucrul mecanic efectuat de forta coulombiand pe un contur
inchis este nul (campul electric este conservativ). Din (1.22) rezulti cd

fE-dfzo. (1.23)
P
Prin urmare circulatia vectorului E este nuli.

8
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Din ecuatia (1.23), in urma aplicirii teoremei lui Stokes (ce transforma o integrald
curbilinie intr-o integrald de suprafatd), obtinem § E - dF = [g rotE -7l dS = 0.
Suprafata S fiind oarecare rezulta

rotE = 0. (1.24)

Subliniem cd ecuatiile (1.23) si (1.24) sunt valabile pentru cAmpul electric creat de
sarcini electrice in repaus. Ecuatia (1.23) reprezintd forma integrald, iar ecuatia (1.24)
reprezinta forma diferentiald a uneia din cele patru ecuatii Maxwell scrisi pentru
campul electric produs de sarcini electrice in repaus.

1.3 Teorema Gauss

Fluxul cAmpului electric printr-o suprafata inchisa S situatd in campul electric este
@:fﬁ-ﬁds. (1.25)
s

Fluxul este deferpisal de componenta intensititii cAmpului electric, normali la suprafata
dS sau de proiectia suprafeteids pe planul normal la E.
In cazul unei sarcini electrice punctiforme g, fluxul caAmpului electric ce strabate
suprafata dS situata la distanta r de sarcina electrica este

dd= -4 7. 7ds.

4Amer3
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Folosind expresia unghiului solid dQ2 (vezi Fig. 1. 4) sub care se vede elementul de
suprafata dsS

— =

d0="ds, (1.26)
T
rezultd pentru fluxul elementar expresia
A% = L dQ . (1.27)
47e

Fluxul campului electric creat de sarcina electricd punctiforma q este
@:i/dﬂzg. (1.28)
4me €

Teorema Gauss afirma ca fluxul cAmpului electric printr-o suprafata inchisa
este proportional cu sarcina electrica cuprinsa de aceasta suprafata

1
d=-3" g;, (1.29)
€
in cazul unei distributii continui de sarcini electric relatia (1.29) devine

o = %/ dq . (1.30)

In ecuatia (1.29) fluxul campului electric ® se determind cu (1.25).

Teorema Gauss ne permite si calculam intensitatea campului electric in cazul unor
distributii de sarcind electrica caracterizate de o simetrie ridicata. Suprafata delimi-
tata de curba inchisa ' ce contine sarcina electrici se numeste suprafata gaussiana,
iar curba inchisa gaussiana.

1.3.1 Sfera incarcata omogen in volum

Pentru a calcula intensitatea campului electric in exteriorul sferei incarcata electric
utilizam drept suprafatd gaussiana o suprafata sferica concentrica cu cea a distributiei
de sarcind de razd r > R, unde R este raza sferei (vezi Fig. 1.5). batotitd sinetine;
'S‘frics Mmarimea campelui © este acecasi in tocte ruac‘tele de P ciau;sicm&,?n&nd ol cc
EAS - EdS teccema Gavss d=F - 471 = 4 )

e osceve €0

De unde obtinem

q
E = : 1.31
47r6()’l'2 ( )

Rezultatul (1.31) coincide cu cel obtinut in cazul in care intreaga sarcina electrica ar
fi concentrata in centrul sferei.

10
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Figura 1.5 & {.¢

Pentru a calcula intensitatea cimpului electric in interiorul sferei incarcata elec-
tric consideram drept suprafatd gaussiand o suprafata sfericd concentrica cu cea a
distributiei de sarcind de razia r < R (vezi Fig. 1.6). Sarcina electrica continuta in
interiorul gaussienei este

ey
q (—) .
R

Tiaand cont & éod.é: tdS teorema Gauvss se scrie
! 3

_ 2. &
O = FE-4rr° = ol
De unde obtinem
qr

1.3.2 Distributie lineara de sarcina electrica

In cazul unei distributii lineare de sarcina electrica de lungime infinitd, consideram din

aceasta distributie doar o portiune finitd de lungime [ (vezi Fig. 1.7). Se construiegte

o suprafata gaussiana cilindrica, astfel incat axul cilindrului coincide cu distributia

lineara de sarcina electricid. Deoarece intensitatea campului electric este perpendicu-

lara pe distributia lineard de sarcini electrica, fluxul prin bazele cilindrului este nul.

Datorita simelriel cilindrice mdnimea @mpslui € este aceeast \n leate fdﬂdi\e de
pe gaugg.am{,ScﬁQm tecrema Gauss B9l Al .

€0

De unde obtinem

(1.33)
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1.3.3 Patura sferica incircatia uniform

Consideram o paturi sfericd de grosime neglijabild incircata uniform cu sarcina elec-
trica ¢. Pentru a calcula intensitatea cimpului electric in exteriorul paturii sferice con-
sideram drept suprafatd gaussiana o suprafata sferica concentrica cu cea a distributiei
de sarcind, de razd r > R, unde R este raza paturii sferice (vezi Fig. 1.8). Scriem
teorema Gauss

E - 4nr? = g .
€0
De unde obtinem
q
FE = . 1.34
4megr? (1:34)

Rezultatul (1.34) coincide cu cel obtinut in cazul in care intreaga sarcind electrici g
ar fi concentrata in centrul sferei.

Pentru a calcula intensitatea campului electric in interiorul paturii sferice con-
sideram o suprafati gaussiana care este o suprafatd concentrica cu cea a distributiei
de sarcind, de razd r < R (vezi Fig. 1. 9). Sarcina electrica continuta in interiorul
gaussienei este zero. Scriem teorema lui Gauss

d=F- -4rr’=0.

De unde obtinem
E=10. (1.35)

1.3.4 Distributie de sarcina electrica intr-un plan infinit

Construim o gaussiana cilindrica ce are bazele paralele cu planul infinit (vezi Fig. 1.
10). Intersectia gaussienei cu planul este o suprafati S cu o distributie uniforma de
sarcind electrica. Intensitatea campului electric produs de distributia considerata este
orientata perpendicular pe plan. éfﬁnc‘. valel cu SUP\‘aia’fa Naterale a eilindrelvy,
'f\UXU\ Frm aceasta SUP‘-& 01(,: este zeoto: ASYJSe\) tecrema jui Gauvss devine
t(ES+ES)= 05 o
(S este sarcina electeics din interiorol iaugg;e ney, E este cowg“to«_\'t in toaie‘
Obﬁioem pentru E expresia pactele, in ambele poey ale tdam"m) ‘
E=—. (1.36)

1.4 Ecuatia Poisson
Intr-o distributie continua de sarcina electrica consideram elementul infinitezimal de

volum dV" = drdydz. Intensitatea campului electric produs de sarcina electrici
continuta in acest volum este orientata in sensul pozitiv al axelor de coordonate (vezi

13
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Fig. 1. 11). Fetele 1 si 2 ale cubului sunt perpendiculare pe axa Oz, 3 si 4 pe axa
Oy, iar 5 si 6 pe axa Oz. Fluxul campului electric prin fetele 1, 3 si 5 este negativ

dd, = —FE, dz dy ,
d®; = —-E, dz dz ,
dds = —F, dy dx ,

iar cel prin fetele 2, 4 si 6 este pozitiv

dd, = (Ez + % dx) dz dy
oz

dd; = (Ey + B—EE dy> dx dz
oy
OF,

0z

dd; = (Ez + dz) dy dx .

Insumand cele gase relatii de mai sus obtinem

6 0E, OE, OE
- _—y. : . 1.37
dd ;dd), (ax+6y+ az>d:pdydz (1.37)

Scriem teorema lui Gauss pentru sarcina continuta in elementul de volum dV
pdV"  pdrdydz
€0 B €0 '

Din ecuatiile (1.37) si (1.38) obtinem

dd = (1.38)

oE, OE, OE, p
= =, 1.39
ox + dy + 0z € ( )

Primul membru al ecuatiei (1.39) reprezintd divE, deci

divE =2 (1.40)
€0
Ecuatia (1.39) reprezinta forma diferentiala a legii lui Gauss pentru sarcinile electrice
aflate in vid.
La acelasi rezultat (1.40) ajungem daca pornim de la teorema lui Gauss scrisa sub

forma

jﬁ E-ndS=[ Law. (1.41)
S W €

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



v
-

Figura 1.12:

Aplicand teorema Gauss-Ostrogradsky (ce transforma o integrald de suprafata intr-o
integrali de volum) obtinem ¢ E - i dS = fio divE dV"= [ (p/€o) dV". Volumul V*
fiind oarecare rezulta ecuatia (1.40).

Ecuatia (1.41) reprezinta forma integrald, iar ecuatia (1.40) forma diferentiala a
uneia din cele patru ecuatii Maxwell scrisi pentru campul electric produs de o
sarcina punctiforma in repaus si plasata in vid.

Introducand ecuatia (1.22) in (1.40) avem

div (grad V') = P
€0
De unde obtinem

’V PV PV p

+ = —— 1.42
dr?2  Oy? 022 € 22
z .
sau AV =UV = —p/e; . Aceastd ecuatie poartd numele de ecuatia Poisson. In
cazul in care nu exista sarcina electrica ea devine
o’V 8’V  8*v
s £ =0 (1.43)

0x?2 0y 022

sau AV :VIV = 0. Aceasta ecuatie poartd numele de ecuatia Laplace.

1.5 Dipolul electric

Numim dipol electric un sistem de doud sarcini electrice punctiforme, cu valorile

absolute egale, situate la o distanta [ mica in comparatie cu distanta pana la punctul

in care calculiam potentialul sau intensitatea campului electric (vezi Fig. 1.12).
Potentialul dipolului electric in punctul A este

_ 4 (l_l)_ (1.44)
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. . . 2 . v
Folosind teorema cosinusului 7~ = 72 + [2 + 2Ir cos § putem scrie ci

,2 2 l2 l
ro=r 1+—2+2—C089 .
T T

In relatia

1 1 2 “2 1/2 1
—=-[14—=+2-cosd =—-|1-=-{—=+2=cosf)+---|,
r r r2 r r 2\ r2 T

putem neglija termenii cu 73 la numitor, cAnd 7 > [ si v’ > [. In aceste conditii,
ecuatia (1:44) devine

v 4 lcos®  pcosb
Cdmeg 12 Amer?’

unde .
p=ql, (1.45)

se numeste momentul dipolului electric. Obtinem pentru potentialul dipolului
electric expresia :

- =

L2 (1.46)

4drregr3

Intensitatea campului electric se obtine cu ecuatia (1.22).

1.6 Condensatori

Experimental s-a constatat ca raportul dintre sarcina electrica ¢ a unui conductor
izolat si departat de alte corpuri gi potentialul siu V' este constant. Acest raport
poarta numele de capacitatea electrica a conductorului C:

_ % , (1.47)
Unitatea de capacitate electricd in SI se numeste farad cu simbolul F. Faradul
reprezintd capacitatea unui conductor izolat gi departat de alte corpuri, care incarcat
cu sarcina electrica de 1 C are potentialul de 1 V.

Dispozitivul format dintr-un ansamblu de doud conductoare, numite armaturi,
separate intre ele printr-un strat izolator poarta numele de condensator. Un con-
densator poate fi incarcat cu sarcina electrica astfel: i) se incarca una dintre armaturi
cu ajutorul unei masgini electrostatice si atunci pe cea de-a doua armatura apare prin
influenta o sarcina egald si de semn contrar; ii) se leagé fiecare armatura la cate un pol
al unei baterii (sursa de tensiune constanta) gi atunci pe una dintre armaturi vin elec-
troni de la sursa, iar de pe cealaltd se duc electroni la sursa, pana cand ele se Incarca
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Figura 1.13:

cu sarcini egale gi de semne contrare. Capacitatea unui condensator se defineste ca
raportul dintre sarcina electricd ) de pe o armétura si diferenta de potential dintre
cele doua armaturi V; — V,: Q

Vi-Vp
In cazul particular in care armaturile sunt plane gi paralele condensatorul se numegte
plan. Consideram un condensator plan, ce are armaturi de suprafatd S situate la
distanta d una de cealalta si intre care existd un mediu de permitivitate e. Neglijam
efectele de margine. Tinind cont de teorema lui Gauss obtinem pentru intensitatea
campului electric in spatiul dintre armaturi expresia

C= (1.48)

=2 (1.49)

€

unde 0 = @/S. Diferenta de potential dintre cele doud armaturi este V; — Vo =
Ed = od/e. Introducand expresia diferentei de potential in (1.48) obtinem pentru
capacitatea electrica a unui condensator plan expresia

C=—. 1.50
p (1.50)
Energia electricd inmagazinata intr-un condensator plan este
@ _UCc_@u

2 2 2

W= (1.51)

unde U =V, -V, .

1.6.1 Gruparea condensatorilor

Cele mai simple moduri de grupare a condensatorilor sunt: i) in serie si ii) in paralel.
Gruparea condensatorilor in serie se realizeaza legand o armatura a primului conden-
sator cu o armaturd a celui de al doilea, cealaltd arméatura a celui de al doilea cu o
armatura a celui de al treilea 5. a. m. d. (Fig. 1.13). Daca se aduce pe armatura

18
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Figura 1.14:

din dreapta a celui de al treilea condensator sarcina electrici —@), pe armatura lui
stanga apare prin influenta sarcina electricd +@. Prin deplasarea unor electroni pe
armatura din dreapta a celui de al doilea condensator, sarcina electricd a acestei
armaturi va fi —@) iar pe armatura lui stanga prin influenta va apare sarcina electrica
+@ s. a. m. d. Sarcina electricd pe fiecare armaturd a condensatorilor legati in se-
rie are aceeagi valoare, alternand pozitiva si negativa. Potentialul armaturilor legate
impreund este acelagi. Diferentele de potential dintre armaturile fiecarui condensator
sunt Vi — Vg = Q/Cy, Vg — Vo = Q/Cs, Vo — Vp = Q/Cs, iar diferenta de potential
dintre armaturile exterioare este V, — Vp = (V4 — V) + (Vg — V) + (Ve — V). Din
aceste expresii obtinem
Q. Q. Q_¢@

oot T o

unde C = Q/(Va — Vp) este capacitatea condensatorului care poate inlocui gruparea
(sub diferenta de potential V; — Vp, are pe o armétura sarcina electrica ). Rezulta

ca

1 1
== =, (1.52)

i=1 1
unde N este numarul de condensatori legati in serie. Asadar, inversul capacititii

unei grupari de condensatori legati in serie este egal cu suma inverselor capacitatilor
condensatorilor componenti.

Gruparea in paralel se realizeaza unind intr-un punct A cite o armatura a fiecarui
condensator si intr-un punct B celelalte armaturi (Fig. 1.14). Punénd in legdtura cu
o sursa de tensiune constantd cele doua puncte A si B, la echilibru, toate armaturile
pozitive vor avea acelasgi potential V,, iar cele negative potentialul Vz. La aceeasi
diferenta de potential V4 — Vg dintre armaturi, condensatorii vor acumula sarcini
electrice diferite: QQ; = C1(V4 — V), Q2 = Co(Vy — V), Q3 = C3(V4 — V). Sarcina
electrica totald este Q = Q1+ Q2+ Q3 = (C1 +Co+C5)(Va— V) = C(V4— Vp) unde
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C este capacitatea condensatorului care poate inlocui gruparea (acesta sub diferenta
de potential V4 — Vg are pe o arméaturi sarcina electrica ). Rezulta ca

C= Z C;, (1.53)

i=1

unde N este numarul de condensatori legati in paralel. Asadar, capacitatea unei
grupari de condensatori legati in paralel este egald cu suma capacitatilor condensato-
rilor component;i.

1.7 Aplicatii

1.1. Un conductor linear subtire de lungime [ = 30 cm este incarcat electric uniform
cu o densitate de sarcind A = 1075 C/m. La distanta h = 20 cm de conductor se afla
o sarcind @ = 107% C, la egald depirtare de capetele conductorului. Si se determine
forta F' cu care actioneaza conductorul asupra sarcinii punctiforme.

R: Consideram un element infinitezimal de lungime dz situat la distanta x de
piciorul perpendicularei dusa din punctul M unde se afla sarcina electrica ). Sarcina
electrica a elementului infinitezimal este dg = Adz. Forta de respingere dintre () si dq

este \d
g = QA4
4megr?
Conform Fig. 1. 15.
h h d
x___tho() r = l ’ dr = lZa ,
p COoS v cos? «v
deci \d
g = 2Adx
4megh

Componentele paralele ale fortelor determinate de elementele situate simetric fata
de perpendiculara dusa din punctul M, se anuleaza reciproc. Forta rezultanta ce
actioneaza asupra lui @) este perpendiculara pe conductor

QA cos ada
dFFf = ——
= 4dmegh
unde « variaza de la —q,, la «,,, cu
2
sin oy, = —l/—— .
\Vh?+12/4
20
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Forta totali este

am QAcosada QA
—am A4meoh  2meghy/4h2 + [2

F, = =0,54-103 N .

1.2. Fie campul electric creat de sarcinile electrice uniform distribuite cu den-
sitatea lineara A, pe un conductor rectiliniu de lungime [, aflat in vid. Sa se afle
intensitatea campului electric intr-un punct P situat la distanta h de conductor. Din
acest punct extremitatile conductorului se vad sub unghiurile 6, si 605.

R: Consideram elementul infinitezimal dy situat la distanta y de originea sistemu-
lui de axe (vezi Fig. 1. 16). Sarcina electricd distribuita pe acest element este

dg=X\-dy.
Intensitatea campului electric creat de sarcina elementara dgq este dat de

Ady

4dmegr?

dE =

Componenta pe axa Oz a lui dE este

Asin@ d@

dE, = dF -sinf = —
- sinf 4dmegh
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S-a tinut cont de relatiile r = h/sin6, tgd = h/y si dy = —(h/sin?@) df. Componenta
pe axa Oy a lui dF este

Acos @ do

E = 5 = —
dE, = dE - cosf dreoh

Intensitatea campului electric creat de sarcina electrica distribuitd pe conductor are
componentele

A 601 . A
E, = T /7r_02 sin§ df = 4moh(cos 6, + cosb,) ,
A [0
E,=- / o g _dm
! dmegh Jn—o0, cos df 47rfoh(sm b — sinéy)

1.3.  Se considerd o spird de raza R pe care este distribuitd uniform sarcina
electrica de densitate lineara \. Sa se determine intensitatea si potentialul campului
electric intr-un punct P situat la distanta h de spird, pe normala dusa din centrul
spirei.

R: Consideram elementul infinitezimal dl (vezi Fig. 1. 17) de sarcina electrica
dq = X -dl . Componenta paraleld cu planul spirei, a intensitatii campului electric
creat de elementul infinitezimal dl si cea corespunzatoare elementului situat diametral
opus, se anuleaza. Deci campul electric este orientat perpendicular pe planul spirei
(are directia axei Oz). Componenta pe axa Oz a lui dE este

Ahdl

dE, = dF - cosa = dmeq(RE + h2)3/2 )

S-a tinut cont de relatiile cos« = h/r i r = V R? + h?. Campul electric rezultant are
expresia

_ AR
© T 2e(R2+ h2)3/2°
Pentru determinarea potentialului folosim relatia E = —grad V. In cazul nostru
avem v
Ez = Ty
dz
de unde
h
Ve — / E,dz
o0
_ AR /°° zdz _ —)R °° B AR
2¢0 Jh (224 R2)32  2e0v/22+ RZ|, 2VR2+ R?
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1.4. Se considerd un disc de razi R pe care este distribuit uniform sarcina
electrica de densitate 0. Sa se determine intensitatea si potentialul cAmpului electric
intr-un punct P situat la distanta h de centrul discului, pe axa de simetrie a discului.

R: Consideram elementul infinitezimal de suprafatid d°S = p df dp (vezi Fig. 1.
18) pe care se distribuie sarcina electrici d?q = op df dp . Componenta pe axa Oz a

lui dE este
oph df dp

dmeg(p? + B2)P2

S-au folosit relatiile cosa = h/r gi r = /p? + h%. Datoritd simetriei problemei campul
electric rezultant este orientat de-a lungul axei Oz, deci

d*E, =

/?7r / pdp _oh 1
47“0 (p% + h?) (02 + h2)3/2 2€ (p2+h2)1/2 o

o h
=— 1 - —] .
2¢p ( \/R2+h2)

Potentialul campului electric in punctul P este

h o 0 z
= [ Edz= / 1-—2 Va4
V==, Bd2=55, ( Jﬁ??)z

ol G/ | A LY
: h 20 z+VRZ+ 2|, 2 (h+~/R2 +—h2) ’
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Expresia potentialului se poate obtine si folosind relatia

d’q

4meor ’

Py = ——

unde r = (p? + h?)'/2 . Potentialul cAmpului electric in punctul P este

2m d
__pdp
. h?
= 4re ./ / (p? + h?) (P + h2)1/2 26 ot

_ o R?
= g (VB 2] == (Vi)

R

0

1.5. Se considera o coroana circulard de raze R, si Ry, pe care este distribuita uni-
form sarcind electrica cu densitatea o. S se afle intensitatea si potentialul campului
electric intr-un punct P situat la distanta h de coroana circulard, pe axa de simetrie
a coroanei.

R: Considerim elementul infinitezimal de suprafata d2S = p df dp (vezi Fig. 1.
19) pe care se distribuie sarcina electrici d?q = op df dp . Componenta pe axa Oz a

lui dE este
aph df dp

dmeo(p® + h2)372

S-au folosit relatiile cos « = h/r si 7 = \/p® + h2. Datoritd simetriei problemei cAmpul
electric rezultant este perpendicular pe planul coroanei circulare, deci
oh

dmeo (0® + h2)3l2

1
" 2 [(R1 Ty he)E (R§+h2)1/2] '

Potentialul campului electric in punctul P este

h g [ z z
= Ezdzz—/ - dz
/oo 2¢p Jn (\/R% + 22 \/R% + 22)

fos] R? _ R2
:5(_’_ (\/R%+22—\/R%+z2> _ o(R3 i) .
€0 h ¢ (\/R% + h? + \/Rg + h?)
Expresia potentialului se poate obtine si folosind relatia
d%q
dmeor ’

d’E, =

&PV =
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unde r = (p? + h?)!/2 . Potentialul cAmpului electric in punctul P este

2m RQ pdp o 2
=— \/p*+h?
47eg / / (p? + h2)1/2 2¢0 i

2%(\/1?3+h2—\/R%+h2): U(R%_R(f’)

2, (VRI+ 12+ R+ 1?)

R>

Ry

1.6. Doua sfere metalice concentrice de raze R; si R, (R; > R) au sarcinile
electrice +q si respectiv —q. Sa se determine diferenta de potential dintre sfere i
capacitatea condensatorului astfel format.

R: Potentialul electric al sferei interioare este

b= 1 1
Vot t_ (Lol
471'6()R2 47T(0R1 47Tf[)

iar al sferei exterioare
_q ( 1 1 ) ~0
N 47T60 R] R] N )
Diferenta de potential dintre cele doua sfere este

q Ry — R,

AV:%_V1:47T60‘ RlRQ
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Figura 1.20:

Capacitatea condensatorului va fi

C:L:[;moﬂz_

AV R, — Ry’

1.7. Spatiul dintre armiturile unui condensator plan este umplut cu un dielectric
ca in Fig. 1. 20. Suprafata fiecirei armaturi este A, iar permitivitatea dielectricului
este €,. Sa se gaseasca capacitatea condensatorului in fiecare caz.

R: a) Capacitatea este egala cu capacitatea echivalenti a doi condensatori in
paralel

E()ETAll foA(l — ll) foA l]
- 1+ (6, — 1)L .
T a |1 =17

b) Capacitatea este egala cu capacitatea echivalentd a doi condensatori in serie

C=C+C,=

C,Cy
C=——
Ci+Cy
unde A A
€o €0€r
C = S —
1 d_ (1] ) (‘2 d]
Deci
€€ A

T dite(d—d)
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Capitolul 2

Electrocinetica

Acest capitol se refera la fenomenele electrice produse de sarcinile electrice aflate in
migcare. Deplasarea ordonatd a sarcinilor clectrice (electroni sau ioni) se numeste
curent electric. Daca sensul si intensitatea acestuia nu variaza in timp el poarta
numele de curent continuu. Prin conventic sc alege drept sens al curentului sensul de
deplasare al sarcinilor electrice pozitive.

Intensitatea curentului electric printr-un conductor este numeric egala cu sarcina
electrica transportatd prin sectiunca conductorului in unitatea de timp

r=4% (2.1)

Unitatea SI pentru intensitatea curentului clectric este amperul cu simbolul A.
Curentul electric este definit si de marimea fizica vectoriala numita densitate de
curent. Sensul acestui vector este sensul de deplasare al sarcinilor pozitive. Den-
sitatea de curent reprezinta cantitatea de clectricitate ce traverseaza in unitatea de
timp, unitatea de suprafata agezata perpendicular pe directia de deplasare a sarcinilor

electrice .

S

J=l7l= (2.2)
Prin elementul de suprafata dS trece curentul clectric

dl = } 1S

Pentru o suprafata S traversata de sarcinile clectrice avem

r=1{ i.ids. 2.3
/s 4 (2:3)
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2.1 Ecuatia de continuitate

Consideram un volum arbitrar V" delimitat de suprafata inchisd S. In interiorul volu-
mului V' exista sarcina electrica

q:/ pdv
y

unde p este densitatea volumica de sarcina electrica. In unitatea de timp prin suprafata
S iese cantitatea de sarcina electrica . j-ii d.S . Utilizand teorema Gauss-Ostrogradsky
$s @-1dS = [, diva dV | (unde @ este un vector oarecare) aceastd cantitate de
sarcin electricd este egala cu [, divj dV" . In volumul V sarcina electrici scade in
unitatea de timp cu cantitatea
d r
7 pdV .

Aplicand conservarea sarcinii electrice (cantitatea de sarcind electricd care traverseaza
suprafata S este egali cu cantitatea cu care scade (in acelasi timp) sarcina electrica
continutd in interiorul volumului V" delimitat de suprafata S)

- /
74 Fit dS = —'—/ pdv, (2.4)
Js dl Jv

sau

o ® o - dp
/‘ div g dV = /\ adv. (2.5)

Derivata lui p in raport cu timpul se scrie ca o derivata partiala deoarece p este functie
de coordonatele de pozitie si de timp. De unde
' w . @)
/ dicj+2L) av =0. (2.6)
J\ ()/ /

Volumul V' fiind ales arbitrar, cgalitatea (2.6) este satisfacuta daca integrantul este
nul

. B8
divj+ =L =0. (2.7)
!

Ecuatia (2.7) poarta numele de ecuatia de continuitate. Ea este o expresie a legii
conservarii sarcinii electrice.

2.1.1 Regimul stationar

Consideram cazul in care densitatea de sarcina electrica este constanta in timp, deci

9
Py
ot
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Din ecuatia de continuitate rezulta
div] =0,

sau [y divj dV = ¢ j-7i dS = 0 . Consideram un tub de curent (volumul delimitat de
liniile tangente la 7 duse prin toate punctele conturului inchis ce M'a'.fg'l negte - suprafata
S) intre doud sectiuni S) si So. Ultima integrald ne da '

/ j-ﬁdS—/ j-idsS=0,
S] Sa
deoarece integrala pe suprafata laterala este nula. Prin urmare

I:/ j-ids={ 7-ddS=ct.

S1 S2

Deci, in regim stationar intensitatea curentului electric este aceeasi prin orice sectiune
a unui tub de curent.

2.2 Conductivitatea electrica a metalelor

Proprietatile electrice ale metalelor pot fi explicate cu ajutorul modelului gazului
electronic. Conform acestuia, electronii de conductie sunt liberi, ei apartin intregului
metal ce consta dintr-o retea in nodurile careia sunt ionii pozitivi. Acestia au o migcare
de vibratie in jurul pozitiilor lor de echilibru.

Cand metalul se plaseaza intr-un camp electric electronii se deplaseaza in sens
contrar sensului intensitatii campului electric. In timpul deplasarii electronii se cioc-
nesc cu ionii din nodurile retelei (la o ciocnire electronul cedeaza toatd energia pe
care o avea inainte de ciocnire). Interactia dintre electroni si ionii pozitivi explica
rezistenta electricd a metalului. Cu cregterea temperaturii vibratia ionilor pozitivi
cregte, crescand gi numarul de ciocniri intre electroni i ionii pozitivi. Se poate explica
astfel, cregterea rezistentei electrice a unei probe metalice cu cregterea temperaturii
probei.

Distant a parcursa de electroni intre doud ciocniri consecutive se numegte drum
liber mijlociu si se noteaza cu A\. Cu scaderea temperaturii drumul liber mijlociu al
electronilor creste.

Cand metalului nu i se aplicd un camp electric migcarea electronilor este dezor-
donati, caracterizatd de viteza medie termica u (mu?/2 = 3kT/2). Cand metalului
i se aplica un camp electric, peste aceasta migcare de agitatie termica se suprapune
o migcare de ansamblu, ordonatd, caracterizatd de o alta vitezd, numita viteza de
drift, notata cu v:

U= ar/2
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unde 7 este timpul mediu intre doud ciocniri consecutive, iar a este acceleratia impri-
mata electronilor de campul electric

el
a=—.
m
Deci &
1=—FE=upFE, (2.8)
2m

unde p = e7 /2m se numeste mobilitate.

In interiorul metalului consideram o portiune paralelipipedica cu baza S si lungimea
7. Notdm cu n numaérul de electroni din unitatea de volum. Sarcina electrica ce tra-
verseaza suprafata S in timpul 7 este ¢ = neSv7, deci

. q _
= — =nev = neukl .
J o }
Asadar, densitatea de curent este proportionald cu intensitatea cAmpului electric apli-
cat metalului. Relatia

Jj=0k, (2.9)
reprezintd expresia locald a legii Ohm. Mentiondm ca ecuatia (2.9 ) nu este valabila
in cazul semiconductorilor, cand o depinde de campul electric aplicat. De asemenea,
ea nu este valabila in cazul campurilor electrice ce variaza rapid in timp. Constanta
de proportionalitate din (2.9 )

o =mneu, (2.10)

se numegte conductivitate electricd. Conductivitatea electrici este un coeficient
totdeauna pozitiv, caracteristic materialului (nu depinde de forma conductorului).
Inversul conductivititii electrice se numeste rezistivitate
1
p=—. (2.11)
o
Unitatea ST pentru rezistivitate este €2 - m .

Modelul gazului electronic, bazat pe considerente clasice, are meritul de a putea
deduce legea lui Ohm (o lege fundamentald), ce leaga densitatea de curent de intensi-
tatea campului electric aplicat metalului. Acest model nu poate da relatii cantitative
care sa fie confirmate de masuratorile experimentale pentru dependenta rezistivitatii
cu temperatura, pentru caldura molara la volum constant Cy (teoria clasica nu poate
justifica de ce electronii liberi din conductori nu influenteaza valoarea lui Cy). De
asemenea, modelul clasic al gazului electronic nu poate explica o serie de fenomene
cum ar fi supraconductibilitatea, susceptibilitatea paramagnetica a electronilor liberi.
Rezultate teoretice in acord cu rezultatele experimentale se obtin utilizand statisticile
cuantice.
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2.3 Circuite electrice si elemente de circuit

Consideram un conductor cilindric de sectiune S si lungime [, parcurs de un curent
electric continuu I cand i se aplica la capete o tensiune electrici U. Experimental s-a

constatat ca U ]
—=R=p—. 2.12
7=R=r3 (2.12)

Tinand cont de faptul ci lungimea [ si sectiunea S a conductorului variaza foarte
putin cu temperatura t rezulta ca variatia rezistentei electrice R cu temperatura este
datorata variatiei rezistivitatii cu temperatura. Pentru un interval de temperaturd nu
prea mare, rezistivitatea electrica depinde de temperatura linear

p=p(l+at), (2.13)

unde py este rezistivitatea electrica la temperatura 0°C, p rezistivitatea electrica la
temperatura ¢, iar « coeficientul de temperaturd al rezistivitatii. Atat rezistivitatea
electrica cat gi coeficientul de temperatura sunt marimi caracteristice substantei. La
aliaje valoarea coeficientului de temperatura al rezistivitatii electrice este mai micd
decét la metalele pure ce intrd in aliaj. La unele aliaje datorita valorii foarte mici
a acestui coeficient, acesta poate fi considerat zero. Existd o categorie de substante,
numite semiconductori (germaniul, siliciul gi alte elemente din grupele IV, V si
VI din tabelul lui Mendeleev) a ciror rezistentd electrica scade odata cu cresterea
temperaturii. Relatia

I == 2.14
= (214

reprezintd expresia legii lui Ohm pentru o portiune de circuit. Din relatiile (2.12)
rezulta expresia locald a legii lui Ohm

1 _U _Et _ ile.qE.
’TSTRS Tels T ®

Legea lui Ohm pentru o portiune de circuit poate fi extinsa gi pentru un circuit ce
contine un generator de tensiune electromotoare (t.e.m.) E si rezistenta interioard r,
inseriat cu un consumator electric de rezistenta R:

B F
T R+

(2.15)

Deci, intensitatea curentului electric printr-un circuit electric simplu este direct
proportionald cu t.e.m. a sursei din circuit gi invers proportionald cu rezistenta totala
a circuitului.

Energia pe care o pierd electronii in ciocnirile cu nodurile retelei cristaline de-
termind cregterea energiei interne a retelei si deci incilzirea gi cresterea temperaturii

31

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



acesteia. Acest efect termodinamic, ireversibil, se numegte efect Joule. Energia
disipatad prin efect Joule in timpul ¢ prin conductorul de rezistenta electrica R este

W =I’Rt . (2.16)
Densitatea de energie are expresia
W j2S%Rt "
= —=———=0¢F".
v oS C
Relatia
w = O’E2 , (2;17)

reprezintd expresia locala a legii lui Joule.

2.3.1 Legile lui Kirchhoff

Circuitele electrice cu mai multe ramificatii prin care circula curenti electrici de diverse
intensitati se numesc retele electrice. O retea electrica este constituitd din urmatoarele
elemente: i) nodul de retea, ii) latura (ramura) retelei si iii) ochiul de retea. Nodul
de retea este orice punct al retelei in care se intalnesc cel putin trei consumatori
(intr-o retea electrica nodul are proprietatea de a diviza curentul electric). Ramura
retelei reprezinta portiunea de retea cuprinsa intre doud noduri. Ochiul de retea este
conturul poligonal inchis ce contine consumatorii gi sursele de pe laturile ce formeaza
conturul poligonal respectiv.

Prima lege a lui Kirchhoff afirma ca :suma algebrica a intensitatilor curentilor
electrici care se intalnesc intr-un nod de retea este egala cu zero

i=1

unde n este numarul de laturi ce se intalnesc in nodul de retea considerat. Prin
conventie orice curent care intra in nodul de retea este pozitiv, iar cei care ies sunt
negativi.

Aceasta lege este o altd forma a legii conservarii sarcinii electrice; cantitatea de
electricitate care intra intr-un nod de retea este egald cu cea care iese din nodul
respectiv.

Prin aplicarea primei legi a lui Kirchhoff pentru cele n noduri ale retelei electrice
se obtin n ecuatii, dintre care n — 1 sunt independente.

Legea a doua a lui Kirchhoff afirma ca suma algebrica a t.e.m. a surselor
continute intr-un ochi de retea este egali cu suma algebrica a caderilor de
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Figura 2.1:

tensiune pe fiecare latura a ochiului (produsele dintre intensitatea curen-
tului electric si rezistenta totali pentru fiecare ramura)

n m

E;=> LR;, (2.19)
j=1 ,

=1

unde n este numadrul de surse continute in ochiul de retea, iar m este numarul de
laturi ale ochiului respectiv.

Pentru ochiul de retea considerat alegem un sens arbitrar de parcurs. Prin conventie
daca sensul ales pentru parcurgerea ochiului coincide cu sensul ales pentru curentul
electric din ramura, atunci produsul IR este pozitiv, in caz contrar este negativ. Prin
conventie t.e.m. este pozitiva daca sensul de parcurs pentru ochi parcurge sursa de
la borna negativa la cea pozitiva, in caz contrar este negativa.

Legea a doua a lui Kirchhoff reprezinta legea conservirii energiei pentru circuitele
electrice.

Cu ajutorul acestei legi se obtin ecuatii numai pentru ochiurile independente.
Pentru ochiul de retea reprezentet in Fig. 2.1 putem scrie

El +E2 - E;; — IIRI - IQR2+13R3 .

In continuare vom considera cateva scheme electrice cu rezistori. Cele mai simple
combinatii ce se pot realiza cu mai multi rezistori (de rezistenta electrica cunoscuta)
dati sunt gruparea serie si paralel. Gruparea se poate inlocui cu un rezistor echivalent,
care determina aceeasi cadere de tensiune intre aceleasi doua puncte ca si gruparea
inlocuita.

Consideram conexiunea serie reprezentata in Fig. 2.2. Fie U caderea de tensiune
intre capetele gruparii, Uy, Us, Uz caderile de tensiune pe fiecare rezistor al gruparii, iar
I intensitatea curentului electric ce parcurge gruparea. Conform legii lui Ohm, caderile
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Figura 2.2.4 2.3

de tensiune pe fiecare rezistor au expresiile: U = IR, U; = IRy, U, = I R, 51 U3 = I R3.
Caderea de tensiune intre capetele gruparii este egald cu suma caderilor de tensiune de
pe fiecare rezistor din grupare U = U, + U, + Us, deci R = R+ Ry + R3. Generalizand
ultima expresie pentru un numar n de rezistori obtinem pentru rezistenta echivalenta
R, a gruparii serie expresia

R, = Z R; . (2.20)
1=1

Consideram conexiunea paralel reprezentata in Fig. 2.3. Fie I intensitatea curen-
tului electric ce parcurge gruparea, I, I, I3 intensitatile curentului electric pe fiecare
ramurd, iar U caderea de tensiune intre capetele gruparii. Conform legii lui Ohm,
putem scrie: I = U/R, I, = U/Ry, I, = U/R» si I3 = U/R3. Aplicand prima lege a
lui Kirchhoff I = I + I, + I3 rezulta ¢ca 1/R = 1/R; + 1/Ry + 1/R3. Generalizand
ultima expresie pentru un numar n de rezistori obtinem pentru rezistenta echivalenta
R, a gruparii paralel expresia

1 &1
LI BN 2.21
7, ; 7 (2.21)

In practica pentru masurarea unor curenti electrici a caror valoare depasgeste scala
ampermetrului se conecteaza (vezi Fig. 2.4) in paralel cu rezistenta interna a aparat-
ului o rezistenta numita rezistenta sunt a carei valoare Rg este

R/’l

n—1

unde R4 este rezistenta interna a ampermetrului, iar n = I/I4 arata de cate ori este
mai mare curentul I masurat decit valoarea scalei ampermetrului /4. Aplicand cele
doua legi ale lui Kirchhoff pentru schema din Fig. 2.4 (I = 14+ Is si IaR4 = IsRg)
obtinem relatia (2.22).
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Pentru masurarea unor tensiuni electrice a caror valoare depaseste scala voltmetru-
lui se conecteaza (vezi Fig. 2.5) in serie cu rezistenta internd a aparatului o rezistenta
numita rezistenta aditionala a carei valoare R, este

Ra, = Rv(n = ]) y (223)

unde Ry este rezistenta interna a voltmetrului, iar n = U/Uy arata de cate ori este mai
mare tensiunea electrica U masurata decat valoarea scalei voltmetrului Uy,. Pentru
schema din Fig. 2.5 putem scrie U = Uy + U, unde U = nUy i Uy /Ry = Uy/R,. In
urma inlocuirilor se obtine relatia (2.23).

In practica cand se doreste utilizarea unei tensiuni electrice a carei valoare sa
fie mai mica decat cea de la bornele sursei se utilizeaza un divizor de tensiune,
reprezentat in Fig. 2.6. Aplicand legea lui Ohm putem scrie E = I(R; + r) unde
E este t.e.m. a sursei, 7 este rezistenta ei interna, iar R; este rezistenta totala a
reostatului si U = IR, cu R (R < R;) rezistenta portiunii din reostat de pe care se
culege tensiunea electrica U < F — Ir = I R;. Deci tensiunea electrica U are expresia

_E
B Rt—l-?'

(2.24)
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Figura 2.%:

2.4 Curentul electric in electroliti

Electronii nu sunt singurii purtatori liberi de sarcina electricd. In solutiile apoase
de saruri sau in topiturile oxizilor metalici exista ioni liberi pozitivi i negativi. Sub
actiunea unui camp electric extern acesti ioni executa o migcare dirijata, deci apare
un curent electric. Substantele ionice disociate (solutiile apoase sau topiturile oxizilor
metalici) se numesc electroliti.

Procesul de separare (in absenta campului electric) a substantelor ionice in ioni
pozitivi gi negativi poarta numele de disociatie electronica. FEfectul disociatiei
constd In obtinerea unui amestec de ioni negativi si pozitivi intr-o solutie, in care
acegtia se migca haotic.

Consideram montajul reprezentat in Fig. 2.7. La inchiderea intrerupatorului K
lonii negativi se orienteaza catre electrodul pozitiv al sursei, numit anod, iar cei
pozitivi se orienteazd citre electrodul negativ, numit catod. Se realizeaza astfel
migcarea dirijata a purtatorilor de sarcina electrica (ioni) care determinad un curent
electric. Datorita acestui curent la catodul sursei se depune substanta. Procesul
de dirijare a ionilor cétre electrozi si transformarea lor in atomi sau radicali (prin
neutralizare) se numegte electroliza.

In cazul oricarui proces de electroliza sunt valabile urmatoarele doua legi. Prima
lege a electrolizei enuntata de Faraday in anul 1883 afirma ca masa de substanta m
separata dintr-un electrolit este proportionala cu sarcina electrica @) = It
transportata de ioni in timpul electrolizei

m=KTIt, (2.25)

unde factorul de proportionalitate K se numeste echivalent electrochimic. Echiva-
lentul electrochimic depinde doar de natura substantei. Legea a doua a electrolizei
aratd ca echivalentul electrochimic este direct proportional cu masa atomica A a
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substantei i invers proportional cu valenta n ei

1 A
== — 2.26
unde F' = 96400 C/echivalent-gram se numeste numarul lui Faraday. Echivalentul

electrochimic se exprima in kg/C.

Cu ajutorul legii a doua a lui Faraday se poate determina valoarea sarcinii elec-
tronului. Intr-un echivalent-gram de substanta sunt N/n atomi, unde Ny = 6,023 -
10%molecule/kmol este numirul lui Avogadro. Acesti atomi rezultd prin neutralizarea
a N4/n ioni ce transportd sarcina electrici Nag/n = F = 96400 C. De unde sarcina
unui ion este ¢ = F'n/N4. Deci cea mai micd sarcind electricd este sarcina ionului
monovalent( n = 1) ce coincide cu sarcina electronului (sarcina electrici elementara)

si are valoarea
F
=——=1,6-107°C,
Ny

q=|e

Consideram un electrolit in care ionii pozitivi au masa m, si sarcina electricd
¢+, iar cei negativi masa m_ si sarcina electricid ¢_ (¢4 =| ¢— |= ¢). Cand aplicam
campul electric ionii se migca accelerat (pe linga forta electrica ionii sunt supusi unei
forte rezistente proportionala cu viteza ionului respectiv), apoi se atinge un regim
stationar cand ionul se migca rectiliniu uniform (cele doua forte mentionate anterior
isi fac echilibru). Conform principiului al doilea al mecanicii newtoniene putem scrie
pentru ionul pozitiv ecuatia

myay =q F —kyvg

unde k4 vy este forta rezistentd ce actioneaza asupra ionului pozitiv. In regim stationar
avem
(1+E = k+v+,lim )
de unde viteza limitd (maximi) pe care o atinge ionul pozitiv este vy jim = ¢+ E/k4.
Similar pentru ionul negativ obtinem v_;,, = ¢_F/k_. Densitatea de curent j are
doud componente j si j_. Tonii pozitivi se misca in sensul campului electric aplicat.
In sens opus se migca un numar egal de ioni negativi. Densitatea de curent j are
expresia
j=Jp+3-,
unde
Jr =qn'vg | Jj_ =qn'v_ .

Daca notam cu n’ numarul de molecule izolate din unitatea de volum, atunci numérul
de molecule disociate din unitatea de volum (ce coincide cu numarul (n’) de perechi
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de ioni din unitatea de volum) este n’ = an’, unde « este coeficientul de disociere
(0 < @ < 1). Notand cu N’ numdrul de ioni dintr-un echivalent chimic A/n (deci
F =gN') si cu n'/N' = n concentratia echivalenta obtinem

j=aFy (Ai n ki> E, (2.27)
+ .

ce reprezintd forma locald a legii lui Ohm pentru un electrolit unde o = aFn(q/k+ +
q/k-).

2.5 Aplicatii

2.1. Un disc izolator de raza R are pe suprafatd densitatea superficiald de sarcina
electrica 0. Discul se roteste cu viteza unghiularda w. Sa se giseascd intensitatea
curentului electric.

R: Pe discul de raza R, se considera un element infinitezimal de grosime dr, aflat
la distanta » de centru, ce are suprafata
dS =2nr - dr .
Sarcina electrica elementara de pe suprafata dS este
dqg=o0dS =27ro-dr.
Curentul electric produs prin rotirea sarcinii electrice dq este

dc w

dr = =4 = 2™
T 27

Intensitatea curentului electric total are expresia

R 2
[:;u(r/ /'-rlr:umR )
Ju 2

= wro -dr .

2.2.  Se considera conductorul metalic de lungime [ gi rezistivitate p reprezentat
in Fig. 2.8. El are forma unui trunchi de con de raze ry gi ro (17 < 72). S& se determine
rezistenta electrica a conductorului, intre punctele A si B.

R: Se considerd rezistorul elementar de lungime da si sectiune mr2. Rezistenta sa

electrica este
dr

dR = p

= . (2.28)
—
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Figura 2.8:

Conform figurii 2.8 avem (r — r;)/(ry — ) = z/l , de unde dz = 1 dr/(ro — 1) .
Relatia (2.28) scrisd cu variabila 7 este dR = pl dr/[xr?(ro — r1)] . Intre punctele
A si B rezistorii elementari sunt grupati in serie. Prin urmare, rezistenta electrica a
conductorului considerat, intre punctele A si B, este

R:__pl____/‘Tz ﬂ: pl

w(re —ry) Joy 12 TryTy

2.3. Spatiul dintre doua sfere metalice concentrice de raze ry si 9 (r2 > 71)
este umplut cu un mediu conductor de rezistivitate p. Care este rezistenta electrica
masurata intre fata interioara si exterioara’ Cat devine aceasta rezistentd cand raza
exterioara tinde la infinit? Daca intre cele doua sfere se stabileste o diferenta de
potential constanta V, — V|, care este intensitatea curentului electric ce trece prin
mediul conductor?

R: Consideram o patura sferica de vaza r (r; < r < ry) i grosime dr. Rezistenta
electricd intre fata interioara si exterioara a paturii sferice este

dr

I = =,
AR =p =

Stratul conductor ce umple spatiul dintre cele doud sfere metalice de raze r; si 7o este
echivalent cu o grupare serie de rezistori elementari. Deci rezistenta electrica a acestui
strat masurata intre fata interioara si exterioara este

T 1 1
e [" L (Lo
Jry A= dm \ry 1o

Cand raza exterioara tinde la infinit, aceasta rezistenta devine

1 1
R = “lim L <f o —) = P

471y

9
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Conform legii lui Ohm, intensitatea curentului electric ce trece prin mediul conductor

Vo= Wi darire(Va — Vi)

I
R p(ra — 1)

2.4. Care este rezistenta electricd echivalenta intre bornele A si B ale circuitelor
electrice din Fig. 2.9 (a) si Fig. 2.9 (b)? Se presupune ci rezistenta electrici a fiecarui
rezistor este egala cu 10 €2 .

2.8 ()
A a £
—3— B
f——*[ th | _—
R R 2.0

R: Potentiale electrice ale punctelor M si N sunt egale. Schema electrica echiva-
lenta este aceeagi pentru cele doui grupari si este reprezentata in Fig. 2.0 Deci, cele
doud circuite electrice au aceeasi rezistenta electrica echivalentd intre bornele A si B,
egalacu R=10€.

2.5.  Un incalzitor electric are doua rezistoare. Timpul de fierbere a cantitdtii de
apa din incélzitor este t;, respectiv {5, dupa cum se conecteaza numai primul sau al
doilea. Sa se calculeze timpul de fierbere al apei daca se conecteaza ambele rezistoare
i) in serie, ii) in paralel.

RR: i) t, =11 +1s, ii) ¢, = ;2

2.6.  Fie circuitul electric din Fig. 2. Jl. Sa se calculeze: i) tensiunea electrica
U dintre noduri, ii) tensiunea electrica Uy la bornele surselor la functionarea in gol
(R — 00), iii) intensitatea curentului electric I, la functionarea in scurtcircuit
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(R =0). S& se generalizeze expresia de la punctul i).
RR: i) U = fnbunt) i) Uy = 2Etnz iii) f,e = &4 + &2,
T2

rir2+R(r1472)° - ri+ra TN

. s £
VU=

2.7. 54 se demonstreze ca o sursa cu t.e.m. F gi rezistenta interna r, transmite
putere maxima Pp 4, in circuitul exterior cand rezistenta electrica a circuitului exte-
rior R este egala cu rezistenta interna 7 (vezi Fig. 2.12). Sa se calculeze randamentul
transmisiei.

R: Puterea sursei (puterea totala a circuitului) este

F'z

P=1IF = .
R+r

Cand R = 0 avem Py, = E?/r, iar la functionarea in gol puterea sursei este nuld
(P — 0). Puterea transmisd in circuitul exterior (disipata prin efect Joule prin R)
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este R
_P2p_ =
Pr=IR= BT

Pentru R = 0 si R — oo aceastd putere este zero. Pentru a determina valoarea
maxima a acestei puteri punem conditia

(ZPH -0

dR ’
de unde obtinem ecuatia R+ r — 2R = 0, ce are solutia R = r. Valoarea maxima a
acestei puteri este

ar 4
Dependenta de R a celor doua puteri P si Py este reprezentatd in Fig. 213 (a) si 2.8
(b). Randamentul transmisiei este

PR,ma.r ==

_Pr__R
P R4r’

|

Dependenta lui n de R este reprezentata in Fig. 2.4

1) -

a5 |- 5 14
0 Y R
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Capitolul 3

Legile fundamentale ale
magnetostaticii. Interactii
electromagnetice

In spatiul din jurul unui magnet sau a unui conductor prin care trece curent elec-
tric existda camp magnetic. Acesta orienteaza acul magnetic, actioneaza asupra unui
conductor prin care trece curent electric sau asupra unei sarcini electrice in migcare.

Campul magnetic este descris de marimea fizica vectoriala numita inductia campului
magnetic sau inductia magnetica. Directia inductiei magnetice este data de tan-
genta la liniile de cAamp magnetic. Numarul acestor linii pe unitatea de suprafata este
proportional cu marimea inductiei magnetice. Astfel, zona in care liniile sunt mai dese
inductia magnetica este mai mare, iar cea in care liniile de camp sunt rare inductia
magneticd este mici. Linivle de C&MP magne’tit sl eurbe lachise.

Fluxul inductiei magnetice prin suprafata dS este

—

dd = B -1 dS , (3.1)
erso™ 3
unde 7 reprezintd dormaleila suprafata dS (dS = 7 dS).
Fluxul inductiei magnetice printr-o suprafata inchisa 8 este nul

75 B-df= / divB dv =0,
5 Jv

deci B
divB =0 . (3.2)

Prin urmare campul magnetic este solenoidal. El este un camp fara surse.
Pentru un camp magnetic uniform ce strabate o suprafata S, fluxul magnetic se
defineste prin produsul dintre modulul inductiei magnetice si aria suprafetei normale
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Figura 3.1:

la directia cAimpului magnetic
®=5-S=BS,=BScosa, gat

unde « este unghiul pe care il face normalale suprefela Sdeai st /cu directia vectorului
B.

Unitatea de masura a fluxului magnetic in SI se numegte weber, cu simbolul Wb.
Un Wb este fluxul magnetic al unui camp magnetic uniform, de inductie magnetica
egald cu 1 T, printr-o suprafatia de 1 m?, asezatd normal pe directia campului mag-
netic.

3.1 Legea lui Biot-Savart

Legea lui Biot-Savart ne, da valoarea si orientarea campului magnetic generat de
elementul de curent T dl,intr-un punct P situat la distanta r de elementul de curent

(vezi Fig. 3.1) (e meMe 4L, s parcurs de un arent de intensitale I)

o [dl x 7

B = ‘ (3-3)
ar 3
Inductia magnetica totald creata de curentul electric in punctul P este
B- / df = 2 / Lfr . (3.4)
P 4n Jr P2
Conform legii Biot-Savart (3.3), marimea lui dB este
iB = 1o Tdlsinf (3.5)

P )
47 72

unde 6 este unghiul dintre elementul de circuit (Zf§i vectorul de pozitie 7.
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Figura 3.2:

3.1.1 Conductor rectiliniu de lungime infinita

Fie conductorul rectiliniu, de lungime infinita, reprezentat in Fig. 3.2, ce este parcurs
de curentul electric I. Consideram elementul de lungime dz situat la distanta = de
piciorul perpendicularei (de lungime R) dusa din punctul P in care calculam campul
magnetic. Notdm cu € unghiul dintre vectorii 7 si dZ. Aplicand legea lui Biot-Savart
(3.3) elementului de curent I dz avem

il da sin 0

b
4 72

dB = (3.6)

Variabilele z, r si # nu sunt independente. Conform Fig. 3.2 relatiile dintre ele sunt

r®=a*+R*, r=R/sin0, z/r=cos(t—0),
R R

R'Z—+2§~, t/R=—ctgf, dr= df .

V x

Inductia magnetica totala este

IR dr ol [ R%+ 2% — 22
B=[ap=B= [ = - de. (37
oG (_«,‘-2 I Rz)'i/z A7R J- (R2 + 1.2)3/2 x ( )

sinf = sin(m — @) = i
sin

Integrantul se poate scrie ca

o I
VR @ - z
2+ R VRE+ 22

Relatia (3.7) devine
,U[)I

ol T B
N 2R’

R? + 12|
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Figura 3.3:

duetia magetic tolald © =48 = T Chog 4 se goude determing, de usemeres
Integrala J = [ (sin6/r?) dz se poate calcula usor folosind variabila 6; decavec e

de =2 do W =i

1 u cosf|" 2 huie
_ 0 — — - 3.8
J R/Osm()d() 7| =% (3.8)
Deci o P

it R 2nR’
Expresia (3.9) (pentru inductia campului magnetic produs de curentul electric ce trece
printr-un conductor rectiliniu de lungime infinita) este in acord cu experienta: campul
magnetic este mai intens in punctele situate mai aproape de conductor.
Liniile cAmpului magnetic sunt cercuri concentrice, conductorul rectiliniu trecand prin
centrul lor. Inductia magnetica intr-un punct este tangenta la linia de cAmp ce trece
prin acest punct.

Sensul lui B poate fi determinat cu ajutorul regulii mainii drepte: se inconjura
conductorul cu mana dreapta astfel incat degetul mare s indice sensul curentului.
Sensul degetelor alipite indici sensul lui B.

3.1.2 Conductor rectiliniu de lungime finita

Fie aq si o) unghiurile sub care se vad capetele conductorului (vezi Fig. 3.3). In
integrala (3.8) se inlocuiesc limitele de integrare 0 si 7 cu ay si o, deci

_ fol
At R

(cosary — cosaly) . (3.10)
46
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Tinand cont cd cosal, = cos(m — ap) = — cos v, relatia de mai sus devine

1
B= éi;(')R (cos vy + cosag) . (3.11)

3.1.3 Spira circulara

Fie o spird circulard de razi R prin care trece curentul I (vezi Fig. 3.4). Unghiul
dintre vectorii dl si 7 este 7/2, (conform teoremei celor trei perpendiculare). In acest
caz legea lui Biot-Savart se scrie

g = ol
4 72

Componentele dB |, corespunzitoare elementelor dl situate diametral opus pe
circumferinta circulard se anuleazi reciproc. Inductia magnetica totala este

ol dl-sina ol R 2R
B:/dBn= / = )3/2/0 dl .

4m yré 4 (R? + z?
Deci ,
- /l()[ RZ
T2 (R24a2)32
Inductia magnetica in centrul spirei parcurse de curentul stationar I este data de
(3.12) pentru z = 0

B (3.12)

I
B = ’;LR _ (3.13)
Pentru z > R din (3.12) obtinem
I R?
B — /lt))/l.x ‘ (3.14)

3.2 Legea lui Ampere

Relatia cantitativa intre curentul electric I ce trece prin suprafata limitata de conturul
inchis T" gi inductia B a campului magnetic generat de acest curent este data de

f B.dl'= il - (3.15)
r

Conturul T se imparte in elemente infinitezimale dl. Integrala din primul membru
al relatiei (3.15) reprezinta suma cantitatilor B-dl pentru toate elementele conturului
inchis (vezi Fig. 3.5 (a)).
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Figura 3.4:

Figura 3.5:
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Daca prin suprafata ce se srﬂiv‘vﬁrconturu] I" nu trece curent electric integrala ¢ Bde

este nula.

Relatia (3.15) este cunoscuta sub numele de legea lui Ampere. Aceasta lege este
valabild pentru orice configuratie de camp magnetic, pentru orice contur de integrare
si pentru orice ansamblu de curenti electrici.

Daca prin suprafatace se spﬂjt'a&'i:ontuml inchis T trec N curenti electrici, ecuatia

(3.15) devine
N

f Bodl=mS I, (3.16)

L i=1

adicd circulatia inductiei magnetice pe un contur inchis I' este egald cu

produsul dintre permeabilitatea magnetici a vidului gi suma algebrica a

curentilor ce trec prin suprafatace se sprifisd pe conturul T (vezi Fig. 3.5 (b)).
Curentul electric ce stribate suprafata S marqiaita de conturul inchis T' se poate

scrie in functie de densitatea de curent j astfel

1:/ 7-ds.
S

7{ B-dl = /Ln/ j-dS . (3.17)
r s

Relatia (3.17) exprima ca, circulatia inductiei magnetice pe un contur inchis ' este
egala cu produsul dintre constanta universala ju si -F{uxul ve<tfensitate de curent
prin suprafagasce se sprijina cu marginea pe conturul de integrare I' (vezi Fig.
3.5 (c)).
Aplicand teorema lui Stokes integralei curbilinii din primul membru al ecuatiei
(3.17)

Deci relatia (3.15) devine

% B-dl= / 7'0f§-d§,
r S

obtinem

rolB = juyj . (3.18)

Pentru o densitate de curent ] data, relatia (3.15) nu este suficienta pentru deter-
minarea campului magnetic B, deoarece campuri vectoriale diferite pot avea acelasi
rotor.

Campul magnetic B este determinat univoc pentru un ] dat, de urmatoarele
doud ecuatii

rotB = /1.0.]_".,
dinB =0
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Figura 3.6:

3.2.1 Conductor rectiliniu de lungime infinita

Fie un conductor rectiliniu, de lungime infinitd, parcurs de curentul electric I. Alegem
drept contur de integrare, cercul de razi r centrat pe conductor (vezi Fig. 3.6).
Deoarece inductia magnetica B are aceeasi valoare in orice punct de pe conturul de
integrare relatia (3.15) se scrie in acest caz

B f dl = ol .
]

Dar ¢ dl = 277, deci

jod

B = (3.19)

21y

3.3 Actiunea campului magnetic asupra unui con-

ductor parcurs de un curent electric
"eﬁt de ]un.&.me &
Campul magnetic de inductie B actioneazi asupra unui elemed de r/arcurs de un
curent electric I cu o fortd a carei expresie matematica este

dF = 1&x B, (3.20)

|n’teﬁmmi aceasts formuld qasim forta B e «,.q\oneua asspra conductorulul nelinear,
Forta electromagnetica (3.20) are modululdF =I#Bsin «, unde « este unghiul dintre
vectovol df si directia vectorului inductie magnetici. Sensul fortei electromagnetice se
afli cu regula burghiului. festru un conduclor rectilini relatia G20 se scrie F-1Cx

In cazul particular, in care liniile de camp magnetic sunt perpendiculare pe condochid
rectliniy, sensul fortei electromagnetice se determind cu regula mainii stangi: se ageaza
maina stanga deschisa astfel incat degetele alipite sa indice sensul curentului electric,
iar liniile de caAmp sa intepe palima. Degetul mare indica sensul fortei electromagnetice.

0
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Relatia F' = IlB este folosita la definirea mérimii fizice inductia magnetica, pre-
cum gi a unitétii sale de masurd. Inductia unui camp magnetic uniform este o
mairime fizicd vectoriald, al cirei modul este egal cu raportul dintre forta
cu care acel cAmp magnetic actioneaza asupra unui conductor rectiliniu,
agezat perpendicular pe liniile cAampului magnetic si produsul dintre inten-
sitatea curentului electric prin conductor gi lungimea conductorului aflat
in camp.

Unitatea de masurd a inductiei magnetice in SI se numeste tesla, cu simbolul 7'
Un tesla este inductia unui camP I‘I“l&g\pet.ic care exercitd o fortid de 1 N asupra fiecarui
m din lungimea unui conductox(‘%ezat perpendicular pe liniile de cAmp si parcurs de
un curent de intensitate 1 A. '

3.4 Interactiunea magnetica a curentilor electrici

Experimental s-a constatat ca doua circuite electrice parcurse de curenti electrici
interactioneaza intre ele prin campurile magnetice ce apar in jurul lor. Asupra fiecirui
circuit va actiona campul magnetic al celuilalt circuit (prin forta electromagnetica).
Daca circuitul este mobil, el se va deplasa sub actiunea fortei electromagnetice.

Vom considera doua conductoare rectilinii, paralele, parcurse de curenti electrici
de acelasi sens, vezi Fig. 3.7. Conductorul rectiliniu parcurs de curentul electric I
produce in jurul sau un camp magnetic. La distanta 7 de el (unde se afla cel de-al
doilea conductor) inductia magnetica (data de relatia (3.19)) are valoarea

B = /Ll?/ll'rll

2y
unde y, este permeabilitatea magnetica relativa a mediului in care se giasesc conduc-
torii (1 = poptr unde p este permeabilitatea magneticd a mediului respectiv).

Cel de-al doilea conductor rectiliniu, paralel cu primul, parcurs de curentul electric
I,, va fi actionat de forta electromagnetici F:

Fy = By Il = Mo hlal (3.21)

2rr

La randul sau, al doilea conductor parcurs de curentul electric I, produce si el in
’ I 2
jurul sdu un camp magnetic, in care se gaseste primul conductor. Rezultd ca si
primul conductor va fi actionat de o forta electromagnetica (Fy) data de

piopr Iy 1ol

F, = B,J|l = —— . (3:22)
27y .

. . . cectilion .
Se constata ca daca cele doua conductoarefparalele sunt parcurse de curenti elec-
trici de acelagi sens, ele se atrag, iar daca sunt parcurse de curenti electrici de sensuri

opuse se resping.
01
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ﬁ“‘"Fz.
Figura 3.7:

Confrorm (3.21) si (3.22), forta electromagnetica exercitata de un conductor rec-
tiliniu parcurs de un curent electric, asupra unei portiuni de lungime [ dintr-un alt
conductor rectiliniu parcurs de un curent electric, depinde direct proportional de
intensitatile curentilor electrici prin cele doua conductoare, de lungimea ! si invers
proportional de distanta dintre conductoare.

Utilizand expresia (3.21) a fortei de interactiune dintre curentii electrici ce trec
prin doi conductori rectilinii, de lungime infinita si paraleli, se poate defini amperul,
unitatea SI de masura a intensitdtii curentului electric. Considerand ca cele doua
conductoare sunt in vid (g = 47-107" N/A?) la distanta de 1 m unul de altul (r =1
m) si sunt strabatute de curenti egali (I = I, = I,) rezulta

2 1 F [A’m
S 2.10-7 | N |-

Pentru F/l =2-1077 N/m se obtine I* =1 A%

Prin definitie, un amper este intensitatea unui curent electric constant, ce trece
prin doud conductoare rectilinii, paralele, foarte lungi, agezate in vid la distanta de 1
m unul de altul, intre care se exerciti o forta de 2-10~7 N pe fiecare metru de lungime.

3.5 Actiunea campului magnetic asupra unei sarcini
electrice in migcare

Asupra oricarui purtator de sarcina electrica in migcare intr-un camp magnetic se
exercitda o forta. Expresia acestei forte poate fi dedusd din expresia fortei electromag-

Iy
N
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netice. Consideram un conductor de lungime dl, parcurs de curentul I si care este
aflat in cAmpul magnetic de inductie B. Forta care actioneaza asupra lui este

dF=Tdlx B, (3.23)

unde I = j - §, cu j densitatea de curent, iar S sectiunea traversatd de curentul
electric. Forta (3.23) este rezultanta fortelor care actioneazd asupra sarcinilor electrice
in migcare prin conductorul dat. Daca notam cu n numérul de electroni liberi din
unitatea de volum si cu @ viteza lor medie, densitatea de curent se scrie j = net, deci
I = nevS iar dF = nevS dl Bsina = ne dV vBsina, unde dV = dl - S este volumul
conductorului, iar a unghiul dintre directia inductiei magnetice B si conductor (deci
si a vitezei 7). Relatia (3.23) devine

dF = ne dV ('17 % B) .

Deoarece n dV est numarul total de electroni liberi din volumul dV, forta care
actioneaza asupra unui singur electron este

F=e (1_' X é) . (3.24)

Daca prin elementul de circuit nu trece curent electric, electronii vor avea o migcare
dezordonatd si rezultanta fortelor (3.24) va fi nuld. Aceastd rezultantd va diferi de
zero numai in cazul in care exista o componenta ordonata a vitezei electronilor, deci
in cazul unui curent electric.

Studiul experimental al migcarii sarcinilor electrice in cAmp magnetic arata ca
asupra unei sarcini electrice ¢ in migcare (nu numai asupra electronilor) actioneaza
forta

F=q(ixB). (3.25)
Forta F este perpendiculari atit pe campul magnetic (B) cat si pe viteza (#) sarcinii
electrice.

Intr-un camp electric F' asupra sarcinii ¢ va actiona o fortd F' = qFE. Rezulta ci
intr-un camp electromagnetic asupra sarcinii ¢ va actiona forta

F= q (Z: + 7 X é) . (3.26)

3.6 Miscarea unei sarcini electrice In camp mag-
netic

Consideram o particuld de masa m si ssmg;né q ce are viteza ¥ normala la liniile unui
camp magnetic omogea de inductie Bf. (sfflmpll] magnetic actioneaza asupra particulei
cu forta

f=quB, (3.27)

[
[N
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Figura 3.8:

perpendiculard pe viteza v (Fig. 3.8). Fiind perpendiculard pe viteza particulei, forta
(3.27) nu efectueaza lucru mecanic, deci nu modificd energia cinetica a particulei.
Ea modificd numai orientarea vitezei, deci actioneazi ca o forta centripetd (modulul
vitezei ramanand neschimbat). Particula va executa o miscare circulard uniforma,
intr-un plan normal la liniile de camp magnetic.

Raza traiectoriei R se determina egaland expresia fortei cu care campul magnetic
actioneaza asupra sarcinii electrice, cu expresia fortei centripete

2
qul3 = e
?
Deci -
R=—. 3.28
‘=B (3.28)

Viteza unghiulara a particulei este w = ¢/ = ¢B/m iar frecventa migcarii circulare
in camp magnetic
w (jB

V= — = .
27 2mm

Pentru un cdmp magnetic uniform frecventa migcarii este specifica particulei (depinde
de raportul ¢/m numit sarcina specifica) si este independent de viteza particulei. Daca
viteza particulei creste, ea va descrie un cerc de razia mai mare, dar timpul necesar
pentru parcurgerea unei circumferinte ramane constant.

3.7 Aplicatii

3.1. Folosind legea lui Ampere determinati expresia inductiei magnetice la distanta
r de centrul unui conductor cilindric de lungime infinita si de raza R, unde

H4
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Figura 3.9:

r < R. Conductorul este strabatut de curentul I, distribuit uniform pe toata
sectiunea conductorului.

R: Alegem drept contur de integrare cercul de razid r < R concentric cu cercul de
razd R. Curentul ce strabate sectiunea de raza r este

2

T
Iy - 7
Legea lui Ampere se scrie
7.2
B - 2mr = /I,|)]() ﬁ i
de unde .
_ foloT
B = 5 R (3.29)

La suprafata conductorului (r = R) ecuatia (3.29) devine identica cu (3.19) pentru
r=R.

3.2. Determinati cimpul magnetic produs de curentul I ce trece printr-o banda
metalicdA nemagneticd de latime a, intr-un punct situat pe normala la bandi, la
distanta R de centrul ei (vezi Fig. 3.9).
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Figura 3.10:

R: Fie un element infinitezimal al benzii de grosime dz situat la distanta z de
centrul ei. Acest element prin care trece curentul dI = I -dz/a poate fi considerat un
conductor rectiliniu lung. Campul magnetic creat de el este

I.)I dx
dB == =

21T a
Inductia magnetica dB poate fi descompusa in doud componente dB) si dB;. Compo-
nentele dB, datorate elementelor dur situate simetric fata de centrul benzii se anuleaza
reciproc. Inductia magnetica rezultanta este datorata doar contributiilor

dB) = dB - cosf .

Din figura observam ca cos@ = R/r si @ = R (gf. Deci

ol
dB = 22 4p .
’ 21a
Inductia magnetica rezultanta este
wnl arctg(a/2R) wnl a
B=rC / (lﬁzllarctg—‘
2ma J—arctg(a/2R) ma 2R

3.3.  Folosind legea lui Ampere determinati campul magnetic in interiorul unei
bobine toroidale de raza medie r i avand N spire.

R: Alegem drept contur de integrare un cerc de raza r concentric torului. Curentul
electric ce strabate suprafata limitata de conturul de integrare este NI. Legea lui
Ampere se scrie

B - 27r = yyNT ,

o0
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deci
~ NT

2rr

B (3.30)

3.4. Folosind legea lui Ampere determinati cimpul magnetic in interiorul unui
solenoid de lungime L si avand N spire. Se {ine cont cd in cazul unui solenoid a cdrui
lungime este mult mai mare decat diametrul, cimpul magnetic in exterior este nul.

R: Alegem un contur de integrare dreptunghiular abed (vezi Fig. 3.10). Integrala
curbilinie ¢ B - dl se poate scrie ca suma a patru integrale, cite una pentru fiecare
segment de contur

— — b — — c — — d — — a — —
fB-dl:/ B-dl+/ B-dl+/ B-dl+/ B-dl.
r a b c d

Prima integrala este egald cu B h. A doua si a patra integrala sunt nule deoarece B
este perpendicular pe fiecare din cele doua laturi (be i da). A treia integrala este nuld
deoarece campul magnetic in exterior este nul. Curentul electric ce strabate suprafata
limitata de conturul de integrare este /N /L. Legea lui Ampere se scrie

h
b-h= //.]I'Nz ,

de unde )
/IUA\‘ [

L

. (3.31)

3.5. In modelul Bohr al atomului de hidrogen electronul se roteste in jurul
nucleului pe o traiectorie circulara cu raza de 5,1-107'"" m cu frecventa v = 6,8-10'°
rot/s. Care este valoarea campului magnetic produs in centrul orbitei?

R: Valoarea curentului electric datorat miscarii electronului pe orbita este ¢ =
e/T = ev. Folosind expresia inductiei magnetice pentru cAmpul magnetic produs de
un conductor circular in centrul sau (relatia (3.12) pentru z = 0) avem

Mot eV

T 2R 2R

3.6. Doua fire de lungime infinita. situate la distanta d unul de altul sunt
strabatute de curenti electrici de intensitate 7, antiparaleli gi egali ca in Fig. 3.11.
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Figura 3.11:

Ardtati ca inductia magnetica in punctul 7’ situat la distante egale de ambele fire este

dat de
B 2upld
TR+ d?)

R: Inductia magnetica produsa de fiecare dintre cei doi conductori este

,U,o[

B] = B‘_) o .
2mr

Componentele B, ale celor doi vectori B, si B, se anuleaza reciproc. Inductia mag-

netica rezultanta este
1
B = 2B, = 2/l—) sin v,
: 277
unde sina = d/v4R? + d?. Dupa inlocuire rezulta
B 2pnld

T AR+ )

3.7. Patru fire lungi din cupru cu diametrul de 2,54 mm sunt paralele intre ele,
sectiunea lor transversala formand un patrat cu latura de 20 cm. Prin fiecare fir trece
un curent de 20 A in sensul indicat in Fie. 3.12. Care sunt marimea, directia si sensul

inductiei magnetice in centrul patratului.

R: Inductia magnetica rezultanta este

10l  2uel
B = 45 gin4se = 20
27 Ta
8
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Figura 3.1

unde r = ay/2/2.

3.8. Aratati cd marimea campului magnetic de inductie B produs de un segment
de lungime | pe mediatoare, la distanta I de segment (Fig. 3.13) este
/Iv()] /
27 R \//2 +4R2 ’

R: Consideram un element infinitezimal dz situat la distanta = de mediatoare.
Inductia magnetica a campului magnetic creat de acest element este

pol da-sint iyl R-dzx

4 P2 4q \/(1.2 + R2)3

Din figura 3.13 observim ci = = —R/lgf. deci dz = R df/sin*0 si 2° + R* =
R?/sin? 6. Inductia magnetica rezultanta este

/2 i 7/2+m
B =/ dB = polR / ;_ = Hol / sin 6 df .
S V2 + R2)3 4T R Jn/2-an

B =

dB =

Observam ca 0 = 7/2 + «. Valoarca maxima a unghiului « este «ay, cu sinay =
1/(2\/R2 + 12/4) = I/VARE + I (Fig. 3.14). Rezulti ci

1
B = ! 2sina

ATR ' OGR VEraAR:

3.9. Un disc de raza R, din ebonita este incarcat uniform pe una din fete cu
cantitatea de electricitate ). Discul sc¢ roteste in jurul unui ax perpendicular ce trece
HY
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313 344

Figura 3.13 & 3.14

prin centrul sdu cu frecventa v. Sa se determine inductia magnetica intr-un punct M
situat pe axa de rotatie la distanta /i de centrul sau (vezi Fig. 3.15).

R: Consideram un element de sarcini clectrica d@, uniform distribuita pe o fasie
circulard de raza x si largime dz

10 — ()'37.1' ~dx
( =0

Curentul electric produs la rotirea discului este
dx
dl = v-dQ) = QCJJI:Vﬁ .

Inductia magnetica se poate determina f[olosind legea Biot-Savart

2 Ho dl Il -1sin90°
d°B = 7 .

41 I

Din figura observam ca r = a2 + 1 si sinove = x/v/x? + h?.

Inductia magnetica rezultanta este determinatda doar de componenta

mQrv  z?dx
27 R? (22 + hE)OT2

d’B, = d’B -sina — dl .

Inductia magnetica rezultanta este

B LoQu /R z? dz /"»’“' 7 LoQu /R z% dx
= R~ T (il = .
2rR? Jo (x2+ h?)37 Iy R? Jo (x2+ h2)3/?

GO
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Efectuand schimbarea de variabild vz2 + h? =t (z dz = t dt) avem

z3 dz — h? h?
v B — " 2 2
EayT / o dt = t+ = Vo E R+ s

Deci

R
Qv [ h? }
B = V2 +h? + —— =
R2 vz +h? ] |,

HoQv 13 R
b (\/R +h t T 2h | .

3.5
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Capitolul 4

Inductia electromagnetica.
Ecuatiile Iui Maxwell

4.1 Experientele lui Faraday

In 1831 Faraday a prezentat pentru prima datd un numar de experiente ce pun in
evidenta aparitia unui curent electric intr-un circuit strabatut de un flux magnetic
variabil in timp (fenomenul de inductie electromagneticd). Vom descrie in continuare
cateva dintre experientele sale.

Experimentul 1

Pe un miez din lemn sunt infisurate doud bobine. Una din ele impreund cu o ba-
terie §i un intrerupdtor realizeazd un circuit electric (vezi Fig. 4.1). Cealaltd este
legatd la un galvanometru (instrument folosit de Faraday pentru detectarea curentu-
lui indus) care constd dintr-un ac magnetic suspendat printr-un fir nemagnetic intre
doud bobine. La trecerea unui curent prin bobinele galvanometrului se genereazi
un cAmp magnetic ce actioneaza asupra acului magnetic deviindu-l. Pentru compen-
sarea campului magnetic terestru Faraday a folosit un alt ac magnetic agezat inafara
bobinelor galvanometrului si legat solidar cu primul ac.

Cu ajutorul acestui experiment se pune in evidenta aparitia unui curent in circuitul
galvanometrului la inchiderea si deschiderea intrerupatorului K din circuitul primar.

Variante ale acestui experiment pot fi obtinute prin folosirea unui miez din fier de
forma toroidala (vezi Fig. 4.2) sau in forma de U (vezi Fig. 4.3).

Cand intrerupatorul K este inchis, intensitatea curentului in circuitul primar
variaza de la valoarea zero la valoarea maxima. Inductia magnetica produsa de curen-
tul din circuitul primar variaza si ea de la zero la valoarea maxima. Fiecare spira a
bobinei secundare, aflata in cAmpul magnetic de inductie variabild, produs de curentul
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Figura 4.4:

primar, este strabatuta de un flux magnetic ce variaza de la zero la valoarea maxima.
La deschiderea intrerupatorului, fluxul magnetic ce strabate fiecare spird a bobinei
secundare variaza de la valoarea maxima la zero. Se constatd ca aparitia unui curent
indus in bobina secundard cand aceasta este strabatutd de un flux magnetic variabil
in timp.

Experimentul 2

Pe o bari din fier se infagoard o bobina ce se leagd la un galvanometru. La apropierea
sau depirtarea barei de un magnet permanent in forma de U (vezi Fig. 4.4), acul
galvanometrului indica prezenta unui curent in circuitul sau.

Prin migcarea bobinei in cAmpul magnetic produs de magnetul permanent, suprafata
fiecarei spire este strabatuta de un flux magnetic variabil in timp.

Experimentul 3

Se utilizeaza dispozitivul din figura 4.1 cu intrerupatorul K inchis. Se pune in evidentd
aparitia unui curent indus la scoaterea sau introducerea bobinei secundare S de pe
miez. Sensul curentului indus la introducerea bobinei S pe miez este invers sensului
curentului la scoaterea bobinei de pe miez.

Experimentul 4

Un alt dispozitiv cu ajutorul caruia se poate pune in evidenta curentul indus este
reprezentat in figura 4.5. El consta dintr-o bobina legatd la un galvanometru. La
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Figura 4.6:

introducerea magnetului permanent M in bobina acul galvanometrului deviaza in-
dicand aparitia unui curent indus. La scoaterea magnetului, acul galvanometrului
deviaza in sens contrar.

Experimentul 5

Se poate obtine un curent indus §i cu ajutorul unui cadru cu spire ce se poate roti
in campul magnetic uniform produs de un electromagnet sau un magnet permanent
(vezi Fig. 4.6). Capetele cadrului sunt conectate la doud inele metalice C, si Cy ce
aluneca in timpul rotatiei pe doud lame L; si L, ce sunt legate la un galvanometru.
La rotirea cadrului se observa deviatia acului galvanometrului. In acest experiment
inductia magnetica este constanta in timpul rotatiei cadrului, dar variaza unghiul din-
tre suprafata spirei si inductia magnetica, deci fluxul magnetic prin suprafata spirelor
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cadrului variaza.

Sensul curentului indus intr-un circuit electric depinde de modul in care variaza
fluxul magnetic inductor (ce stribate suprafata circuitului electric). La cresterea
fluxului magnetic inductor curentul indus are un sens, la scdderea fluxului magnetic
inductor curentul indus isi schimba sensul. Pe baza observatiilor experimentale, Lenz
a stabilit o reguld simpla pentru determinarea sensului curentului indus, numita regula
lui Lenz. Conform regulii lui Lenz, tensiunea electromotoare (t.e.m.) indusa si
curentul indus au un astfel de sens incat fluxul magnetic produs de curentul
indus sd se opund variatiei fluxului magnetic inductor care l-a produs.

Daca campul magnetic inductor B cregte atunci campul magnetic Bmdus produs
de curentul indus se opune cresterii cAmpului magnetic inductor (deci este de sens
opus), vezi Fig. 4.7 (a). Cu ajutorul regulii burghiului se determina sensul curentului
indus I.

Daca campul magnetic inductor B scade atunci campul magnetic B'mdua produs de
curentul indus are acelasi sens cu B pentru a compensa scaderea campului magnetic
inductor (Fig. 4.7 (b)).

Dacd in experimentele prezentate anterior se intrerupe circuitul secundar si bobina
secundard se leaga la un voltmetru se constatd aparitia unei tensiuni atat timp cat
variaza fluxul magnetic.

Asadar:

1. Intr-un circuit deschis strabatut de un flux magnetic variabil apare o t.e.m.
indusa,

2. intr-un circuit inchis strabatut de un flux magnetic variabil ia nagtere un curent
indus.
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Figura 4.8:

Aparitia curentului indus dovedegte existenta unui cAmp electric ce deplaseaza
purtatorii liberi de sarcina electrica din circuit. Acest cAmp electric apare si In absenta
circuitului; el exista datoritd variatiei fluxului magnetic inductor. Deci, intr-o regiune
in care existd caAmp magnetic variabil apare un camp electric indus ce are liniile de
camp inchise (vezi Fig. 4.8).

In conluzie, fenomenul de inductie electromagnetica consta in aparitia
unui camp electric cu liniile de camp inchise in regiunea in care exista un
flux magnetic variabil in timp.

Campul electric indus intr-un element de circuit di produce t.e.m. de = E - dl,
deci t.e.m. indusd in intregul circuit (de contur I') este

esz'-dlq.
r

4.2 Legea inductiei electromagnetice
(legea lui Faraday)

Tensiunea electromotoare instantanee indusa intr-o curba inchisa I' este
egala cu viteza instantanee de variatie a fluxului magnetic prin suprafata
S limitata de I', luata cu semn schimbat

. . od o=
E-dl=—-—— | B-dS. 4.1
f i ) (41

Folosind teorema Stokes integrala pe conturul inchis I' se poate scrie ca o integrala
de suprafata
fE‘-df:/mtE’-dS'. (4.2)
r S
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Daci suprafata S nu variazd in timp, din (4.1) si (4.2) rezultd

e 0B
TotE = 5 (4.3)
Ecuatiile (4.1) si (4.3) reprezintd formuldri echivalente ale legii inductiei electromag-
netice (legii lui Faraday).
In cazul campurile electrice induse, potentialul electric nu are sens. El se
defineste numai pentru campuri electrice conservative asociate sarcinilor
electrice stationare.

Ecuatia (4.1) se poate scrie si sub forma

dd
E=-— TR, (4.4)
unde £ reprezinta t.e.m. indusa intr-un circuit electric strabatut de fluxul magnetic
® variabil in timp.
Daca circuitul in care se induce t.e.m. este format din /N spire, t.e.m. indusa in
cele N spire este de N ori mai mare decat t.e.m. indusd intr-o spira

d®
E=-NG - (4.5)

Tinand cont de relatia ® = B - § = BS cos(i, B) rezult} (in acord cu observatiile
experimentale) cd fluxul magnetic ce striabate un circuit poate fi variat prin

1. modificarea suprafetei (formei) circuitului,
2. variatia inductiei magnetice,

3. modificarea unghiului dintre normala la suprafata circuitului si directia
inductiei magnetice.

4.3 Conductor metalic rectiliniu ce se deplaseaza
intr-un camp magnetic uniform

Consideram un conductor metalic rectiliniu de lungime [ ce se deplaseaza cu viteza
constanti v intr-un cAmp magnetic uniform de inductie magnetici B (vezi Fig. 4.9).
Conductorul alunecd pe doud tije paralele fixe si este asezat perpendicular pe liniile
campului magnetic. Expresia t.e.m. induse in conductor se obtine pornind de la
ecuatia (4.4), deci

d(BS) dz

£=-=—""=-Bl_=—Bl. (4.6)
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Figura 4.9:

Explicatia microscopica

Sub actiunea fortei f = ev’x B din partea cAimpului magnetic, electronii se acumuleazi
la un capat al conductorului. La celdlalt capat raman nodurile retelei pozitive necom-
pensate. Intre capetele conductorului va apare o diferents de potential, deci un camp
electric datorat distributiei de sarcina electricd. Campul electric indus actioneaza cu
o fortd F = ¢E, in sens opus fortei din partea cAmpului magnetic. Se atinge o stare
stationara ciand cele doud forte se echilibreaza, astfel incit numarul electronilor ce
se deplaseaza intr-un sens sub actiunea fortei F este egal cu cel al electronilor ce se
deplaseaza in sens opus sub actiunea fortei f

ek = —ei x B . (4.7)

Inmultind scalar relatia (4.7) cu I obtinem

— —

E.-I=-I(#x B),

unde F - [ este tensiunea electrica la capetele conductorului.
T.e.m. indusi (nu se defineste ca in electrostatici) se exprima prin circulatia
campului electric indus

5=£E-dl. (4.8)

T.e.m. indusa in urma deplasarii conductorului in cAmp magnetic are expresia
5:—% 7x B)dl. 4.9
) (7% B) (4.9)

Sensul curentului indus in conductorul rectiliniu, agezat perpendicular pe liniile
campului magnetic, poate fi stabilit cu ajutorul mainii drepte: se agseazd maéna
dreapta in lungul conductorului, astfel incat vectorul B si intre in palma,
iar degetul mare sa fie in sensul vitezei de deplasare a conductorului; cele-
lalte patru degete vor indica sensul curentului indus in conductor.
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4.4 Autoinductia

Este fenomenul de inductie electromagneticd produs intr-un circuit electric datorita
variatiei intensitdtii curentului electric din acel circuit.

Sensul t.e.m. autoinduse poate fi gasit cu ajutorul regulii lui Lenz. Astfel, la
inchiderea circuitului sau la o cregtere a intensitatii curentului electric in circuit, t.e.m.
de autoinductie se opune cregterii intensitatii curentului inductor, iar la scdderea
intensitatii curentului electric in circuit sau la deschiderea circuitului, t.e.m. de
autoinductie se opune scaderii intensitdtii curentului inductor. Fluxul magnetic pro-
priu prin suprafata unui circuit este direct proportional cu intensitatea curentului

electric I din acel circuit
®=1LI, (4.10)

unde L este inductanta circuitului. Unitatea de inductantd in SI este henry, cu
simbolul H. Un henry este inductanta unei spire prin a carei suprafata fluxul magnetic
propriu este de 1 Wb, cand spira este parcursa de un curent electric de 1 A.

Tinand cont de relatia (4.10) expresia t.e.m. autoinduse se obtine din

dl
E=-L%. (4.11)

Deci, tensiunea electrica autoindusa intr-un circuit este direct proportionalid
cu viteza de variatie a intensitatii curentului din acel circuit, factorul de
proportionalitate fiind inductanta circuitului.

Pornind de la relatia (4.5) se poate determina expresia inductantei unei bobine

B d(BS) d uNIS) _ pN?S dI
E=-N="g = th( L)1 dt
Tinand cont de (4.11) obtinem
uN2%S

L= (4.12)

l

Cand printr-o bobina variaza curentul electric, se realizeaza un transfer de energie de
la curentul electric la cAmpul magnetic, prin mecanismul inductiei electromagnetice

szé'Idt:L%Idt.

Deci energia transferatd cAmpului magnetic al bobinei este

' LI
W:/ LIdl == (4.13)
0
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4.5 Aplicatii

4.1. O spird dreptunghiulara de rezistenta R, latime [ si lungime a este deplasata cu
viteza constanta v printr-o regiune din spatiu de grosime d > a in care existd un camp
magnetic uniform B (vezi Fig. 4.10). Reprezentati: a) fluxul prin spiri in functie de
pozitia z a spirei, b) t.e.m. indusd, c) puterea disipata in spira.

R: a) Pentru 0 < z < a, fluxul magnetic prin spird are expresia ® = Blz . Pentru
a < z < d, fluxul magnetic prin spird are expresia ® = Bla . Pentru d < z < d + a,
fluxul magnetic prin spird are expresia ® = Bl(a + d — z) . Dependenta fluxului
magnetic prin spird, de pozitia = a spirei este reprezentat in Fig. 4.11.

b) Calculam t.e.m. indusa cu ajutorul relatiei e = —% . Pentru 0 < z < @, t.e.m.
are expresia e = —Blv . Pentru a < z < d, t.e.m. este nuld. Pentru d < z < d + a,
t.e.m. are expresia e = Blv . Dependenta t.e.m. induse in spira, de pozitia z a spirei
este reprezentatd in Fig. 4.12.

c¢) Calculdm puterea disipatd in spira cu ajutorul relatiei P = % . Pentru
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Figura 4.44,

0 < z < a, puterea P are expresia P = B?[?v2?/R . Pentru a < z < d, puterea P
este zero. Pentru d < z < d + a, puterea P are expresia P = B%[>v?/R . Dependenta,
puterii disipate in spira, de pozitia z a spirei este reprezentata in Fig. 4.13.

4.2. O bara de cupru de lungime L se roteste cu viteza unghiulard w intr-un
camp uniform de inductie magnetica B ca in Fig. 4.14. Determinati t.e.m. £ intre
cele doud extremitéati ale barei.

R: T.e.m. indusa in elementul infinitezimal dr de pe bara este d€ = Bwv dr cu
v = wr. Deci d€ = Bwr dr . T.e.m. intre cele doud extremititi ale barei are expresia

L B 2L2
€=/ Bwr dr = w )
0 2

4.3. Intr-o regiune cilindrica de raza R, inductia cimpului magnetic creste cu
viteza dB/dt. Care este intensitatea campului electric F in puncte de pe cercul de
razd oarecare 7 Se dau dB/dt =0,1 T/s si R = 10 cm.

R: Existd doud cazuri: 1) 7 < Rsi 2) r > R. Considerdm intéi cazul 7 < R.
Scriem expresia legii lui Faraday sub forma integrald (ecuatia (4.1))

?gg.df:_% [B-as.

In toate punctele de pe circumferinta cercului de raza r campul electric este constant
si are valoarea F (Fig. 4.15). Deci integrala din primul membru este E-277. Integrala
din membrul al doilea are expresia B - wr?. Astfel obtinem

dB
2nEr = —7r? — |
dt
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N G&) 446

540°
0 R r
de unde 1 dB
F=——r— 4.14
2" dt V]
sau E = —0,05r V/m. Semnul minus din ecuatia (4.14) aratd cé, conform regulii lui

Lenz, campul electric indus se opune variatiei cAmpului magnetic inductor.
In al doilea caz ecuatia (4.1) devine ‘

B
2nr - E = —7rR2d— ,
dt
de unde R 4B
E=——— 4.1
2r dt’ (4.15)
sau £ = —0,0005/r V/m. Reprezentarea grafica a intensitatii cimpului electric E in

functie de raza r este infatisata de Fig. 4.16.

4.4.  Un cadru circular de razd r si rezistentd electricd R, se roteste intr-un
camp magnetic de inductie constanta B cu viteza unghiularad constantd w. Sa se afle
puterea disipatd pe cadrul circular.

R: T.e.m. indusd in elementul infinitezimal dr este d€ = Bwr dr, deci t.e.m.
indusi in cadru este £ = Bwr?/2 . Puterea disipatd pe cadrul circular are expresia
£ B!

P==
R~ 2R
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4.6 Ecuatiile lui Maxwell

Curentul de deplasare

Consideram un condensator incdrcat cu sarcina electrica g, care se descarca printr-
un circuit exterior. In dielectricul aflat intre armaturile condensatorului, curentul de
conductie este nul (; = 0), iar in arméturi curentul este iq = dg/dt = s f E-dS =
% f D- d§, unde S este gaussiana ce inconjurda o armaturd a condensatorului, iar
D = ¢E este inductia campul electric dintre arméituri (s-a folosit teorema Gauss, vezi
capitolul 1). Cand condensatorul se descarci, cimpul electric dintre arméaturi scade si
prin urmare vectorul dl_j/ dt este orientat in sens contrar vectorului D. Deci, in spatiul
dintre armaturi, vectorul dD /dt are acelasi sens cu cel al curentului de conductie din
circuitul exterior. Putem restabili formal continuitatea curentului daca vom considera
cd in interiorul dielectricului circuld un curent electric (numit de Maxwell curent de
deplasare) avand densitatea j; = dD/dt. Curentul de deplasare produce in jurul
sdu un cimp magnetic, pus in evidenta experimental, dar nu dezvolta cidldurid prin
efect Joule. Curentul total care circuld prin circuit are densitatea j; = j + j,. Forma
diferentiald a teoremei Ampere se scrie rot B= u(f+ fd), relatie care este valabila si
pentru circuitele ce contin condensatori.

Ecuatiile lui Maxwell stabilesc legdtura intre marimile cAmpului elec-

tromagnetic. Ele descriu complet cAimpul electromagnetic.
Principiul superpozitiei este valabil gi in cazul ecuatiilor lui Maxwell: dacd doua
campuri electromagnetice satisfac ecuatiile Maxwell gi suma lor le satisface.

Formularile integrale ale ecuatiilor Maxwell sunt urmatoarele:

1. legea inductiei electromagnetice (legea lui Faraday)

S d T
}{E-dr——% [ B.iids. (4.16)

Tensiunea electromotoare de-a lungul oricdrei curbe inchise I', este egald cu
viteza de variatie a fluxului magnetic (ce trece prin orice suprafati
S ce se sprijind pe conturul I'), luatd cu semn schimbat.

2. legea circuitului magnetic (legea lui Ampeéere)
— - = d — 5
fH-dr:/]-ndSJr—/ D-7ds. (4.17)
r S dt Js
Tensiunea magnetomotoare de-a lungul oricarei curbe inchise I', este egald cu

suma dintre intensitatile curentilor electrici de deplasare si de
conductie, care trec prin orice suprafata S ce se sprijind pe conturul I
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3. legea lui Gauss pentru campul magnetic
}{B-ﬁds=o. (4.18)
)N

Fluxul magnetic printr-o suprafatd inchisa ¥ este nul.

4. legea lui Gauss pentru campul electric

éﬁ-ﬁd&':/vpdV. (4.19)

Fluxul inductiei electrice printr-o suprafatd inchisa ¥ este egal cu sarcina elec-
tricd totald aflatd in interiorul suprafetei ¥.

Aplicand teorema lui Stokes (ce transforma integrala curbilinie intr-o integrald de
suprafatd) expresiei legii inductiei electromagnetice (ecuatia (4.16)) si cea a legii cir-
cuitului magnetic (ecuatia (4.17)) si teorema lui Ostrogradski (ce transformé integrala
de suprafati intr-o integrald de volum) expresiei legii lui Gauss pentru cimpul mag-
netic (ecuatia (4.18)) si pentru cAmpul electric (ecuatia (4.19)) se obtin formularile
diferentiale ale ecuatiilor lui Maxwell

)
ro = (4.20)
. . 8D
H= — 4.2
rot J+ 5 (4.21)
divB=0, (4.22)
divD =p. (4.23)

Ecuatia (4.20) aratd cd un cAmp magnetic variabil produce un camp electric.

Urmaétoarea ecuatie (4.21) exprima dependenta campului magnetic de densitatea
curentului de conductie si de cea a curentului de deplasare. Prin urmare campul
magnetic poate fi produs de un camp electric variabil si de un curent de conductie.

Conform ecuatiei (4.22), cAmpul magnetic nu are surse, el poate fi produs doar de
curentul electric.

Conform ultimei ecuatii Maxwell (4.23), campul electric are surse, el este generat
de o distributie de sarcina electrica.

Ecuatiile lui Maxwell contin ecuatia de continuitate. Pentru a demonstra aceasta
aplicim operatorul divergenti asupra ecuatiei Maxwell (4.21).
Tinand cont ca div rotH = 0 obtinem

= 8. =
div) + —divD =0.
1) + atdw 0
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Introducand ecuatia Maxwell (4.23) obtinem ecuatia de continuitate

op

div] + = 5

=0,

care exprima conservarea sarcinii electrice

fsj’-d:?:—ditfvpdv.

In vid, inductia si intensitatea campului electric sunt vectori paraleli
D=¢kFE, (4.24)

unde €y este permitivitatea dielectricd a vidului. De asemenea, in vid, inductia si
intensitatea campului magnetic sunt vectori paraleli

— ]_ —

H=—B, (4.25)

Ho

unde i, este permeabilitatea magnetica a vidului. Deci, in vid in prezenta densitatii
de sarcind electrica p si a curentului electric de densitate 7 ecuatiile Maxwell capitd
urmatoarea forma

. OB
tE = —— 4.2
To 5 (4.26)
= o OE
rotB = pg) + eouoﬁ , (4.27)
divB =0, (4.28)
divE =2 . (4.29)
€9

In v1d in absenta densititii de sarcina electrica p si a curentului electric de den-
sitate ], ecuatiile lui Maxwell sunt simetrice in raport cu E s B

. 9B
th = —— 4,
TO o (4.30)
OE
tB = 4.31
TO €olo 5, » (4.31)
divB =0, (4.32)
divE =0 . (4.33)

Remarciim ci ecuatiile lui Maxwell sub formi diferentiald sunt lineare in E si B.
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In substantd, in general vectorii D si E, precum B si H nu mai sunt paraleli.
Proprietétile dielectrice si magnetice ale substantei sunt caracterizate de vectorii
polarizatie P si magnetizatie M definiti de ecuatiile

P=D -k, (4.34)
e (4.35)
Ho
In acest caz ecuatiile lui Maxwell sunt
)1
tE+ — =0 4.36
rotE + 5 , (4.36)
o OE . OP - o
B—epoe—=po |7+ = .
rot €oko . = Ho (_7 + 5 +rotM) , (4.37)
divB=0, (4.38)
- 1 —
diwvE = — (p— divP) . 4.3
w ” (p v ) (4.39)

Tinand cont ca

D=P+egE=c¢ (4.40)
F-Lp_ii-ls (4.41)
Ho H

ecuatiile lui Maxwell in substanta se pot scrie si sub forma
rotE = —‘2—? (4.42)
rotB = pj + eu%—f ; (4.43)
divB=0, (4.44)
divE = g (4.45)

4.6.1 Aplicatii
4.5.  Intr-o regiune cilindrica de raza R, intensitatea campului electric creste cu

viteza dE/dt. Care este marimea inductiei cAmpului magnetic B in punctele de pe
cercul de razi r? Se dau dE/dt = 10'2 V/(m-s) si R =5 cm.

7
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Figura 4.17:
R: Existd doud cazuri: 1) 7 < R si 2) r > R.
Scriem legea lui Ampere generalizata
d®
?f Bdl'= como—" (4.46)

in primul caz 7 < R. Inductia magnetica are aceeasi valoare in orice punct de pe
cercul de raza r, deci

B - 2nr =
r = uoemrr e

d d
¢ unde uO_eOdE_rdE

2 dt 2 dt
In cazul al doilea ecuatia (4.46) devine

B = (4.47)

dE

B - 211 = ppegm R2—
Tr = Ho€oT dt

de unde
po€o R> dE R? dE

B="—— — — ) 4.48
2 r dt 2c2r dt ( )

Dependenta inductiei B de raza r este reprezentata in Fig. 4.17 unde

/LofoR dE R dE _7
2 dt 2 dt ,8-107° T

Br =

4.6. Si se deduca ecuatia Maxwell rotB = ugf pornind de la legea circuitala
Ampere pentru un contur de forma dreptunghiulara de dimensiuni mici.
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Figura 4.18:

R: Se alege un contur de formd dreptunghiulard in planul zOy in jurul unui curent
electric de densitate j (vezi Fig. 4.18). Scriem circulatia lui B pe acest contur

- Zo+a
B-di'= [ (Bulw,y0, 2) = Balz, 90 + b, 20)] do
| o

Yo+b
+ ] [By(zo + a,y, 20) — By(Z0,y, 20)] dy . (4.49)
0

Deoarece a si b sunt mici putem dezvolta componentele B; si B, in serie Taylor in
jurul punctului (o, yo, 20)

0B, 0B,
B(a.2) = Bleowo )+ (5) =20+ () G-w)

i <6£z> (z—29) + ... (4.50)
By(z,y, z) = By(Zo, Yo, 20) + <%) (z — ) + (66_?) (¥ = %)
0 0

+ (%)0 (z—2)+...  (4.51)

unde indicele zero desemneazd punctul (zg, Yo, 29). In ecuatiile (4.50) si (4.51) s-au
neglijat termenii de ordin superior. Introducand (4.50) si (4.51) in (4.49) obtinem

o = ZTo+a 0B 0B Yo+b
B-dl=— z Oy
b B-d /xo b(ay)odz+a<am)0 /yo diy
9B, 0B,
ab(ax) —ab(ay)0
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Pe conturul ales derivatele partiale nu variaza, deci putem renunta la indicele zero

. . (0B, 0B,
ﬁlB-dl—ab(E— ay)‘

Paranteza rotunda din relatia de mai sus reprezinta componenta z a lui rotB. Prin
suprafata S limitatd de conturul I'; trece curentul electric

- - zo+a ryo+b
I:/j-dS:/ / j, dz dy = abj, ,
S To Yo

unde j, = j - €, este componenta z a densititii de curent j. Din legea circuitala
Ampeére -

fﬁodl_'zu()[
r

pentru conturul I'; din planul zOy rezulta ecuatia

ab (% = aBz) = poabj; ,

oz Oy
de unde 3B. 8B
— - = = uoj, - 4.52
e oy M (4.52)
Dacd alegem conturul de integrare in planul yOz obtinem
0B, 0B, :
— Y = g, 4,
Jy 5z Mo (4.53)

Similar, dacd alegem conturul de integrare in planul 2Oz obtinem

0B, 0B,

az E = 'll,ojy y (454)
Din ecuatiile (4.52)-(4.54) rezultd ecuatia lui Maxwell
rotB = poJ , (4.55)

-

valabild pentru magnetostaticd (y = ct) pentru vid.
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Capitolul 5

Circuite electrice de curent
alternativ. Regimul tranzitoriu in
circuite electrice lineare

Curentul electric ce trece printr-un circuit electric este alternativ sinusoidal dacid
intensitatea curentului electric variaza dupa legea sinusoidala

t = I, cos(wt — @) , (5.1)

sau 7 = I, sin(wt — ¢ +7/2), unde i si I,, sunt valorile instantanee, respectiv maxima
ale curentului electric, w este pulsatia curentului electric, iar ¢ este faza initiald a
curentului electric. Tensiunea electrica aplicatad pe o portiune de circuit este

u = Upcoswt . (5.2)

In cazul curentului electric alternativ sinusoidal, valorile medii pentru intensitatea
curentului electric si pentru tensiunea electrica alternativa sunt nule

I Lt d 0
med — (1) dt = )
d T/o i(t)

U L d
med—f/o U(t) t=1.

5.1 Valoarea efectiva

Consideram o portiune de circuit electric formatd doar dintr-o rezistenta R pe care
este aplicata tensiunea electricd u si prin care trece curentul electric : = I, sin wt.
Intr-un interval de timp egal cu perioada curentului electric, prin rezistenta R se
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degaja, prin efect Joule, energia
T 1
W = / 2(t)R dt = —R12 /O (1 - cos2wt) dt = SRIZT . (5.3)

Acelasi efect (se disipd aceeasi energie prin efect Joule) prin aceeasi rezistentd R in
acelasi interval de timp, este dat de un curent continuu I:

W = RI%T . (5.4)
Egaland relatiile (5.3) si (5.4) obtinem

I
Ly =, (5.5)

sau I,y = 0,707 I,,. Relatia echivalentd pentru tensiunea electricd este Ugy = Up,/ V2
sau Ugy = 0,707 Up,.

Asadar, valoarea efectivi (eficace) I.; a intensitatii curentului alternativ ¢
este egala cu cea a intensitatii unui curent continuu care strabatand acelasi
rezistor ca si curentul alternativ, produce acelasi efect Joule intr-un timp
egal cu perioada (7T) intensitdtii curentului alternativ.

Valorile efective pentru intensitatea curentului electric, respectiv tensiunea elec-
tricd aplicata, se pot determina cu ajutorul relatiilor

L= \/% /OT 2(t) dt (5.6)
= \/% /OT W2(2) dt (5.7)

unde %(¢) si u(t) sunt valorile instantanee pentru intensitatea curentului electric,
respectiv tensiunea electrica.

respectiv

5.2 Elemente de circuit in curent alternativ

5.2.1 Rezistorul

Consideram circuitul electric format dintr-un rezistor de rezistenta electrica R cdruia
i se aplicd o tensiune alternativa sinusoidala

u = U, coswt = Uefﬁcoswt )
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Intensitatea curentului alternativ ce trece prin rezistor este in faza cu tensiunea alter-
nativi aplicats, deci i = I, coswt = I.;v/2 coswt , de unde

Uy

o (5.8)

Is =
siIn=Un/R.

5.2.2 Bobina ideala

Considerdm circuitul electric format dintr-o bobind ideald (fira rezistentd electrici)
de inductantd L cdreia i se aplica o tensiune alternativa sinusoidala

u = U,',, coswt = Uefﬁcoswt g

Relatia Intre tensiunea si intensitatea curentului alternativ este

= L—
U dt’

de unde
/ (t") dt' = L‘[ sin wt = e’f\/—cos( t——) :
I 2
Deci, curentul ¢ este defazat cu 7/2 in urma tensiunii alternative u. Scriind curentul
alternativ sub forma i = I ;v/2 cos(wt — 7/2) obtinem

Ue
Ief = wa . (59)

Mairimea wL are dimensiuni de rezistenta electrica si se numeste reactanta induc-

tiva. Ea se noteazd cu Xy, deci
XL =wlL. (5.10)

Dacd se reprezintd valorile efective ¢ si Uy prin fazori (vectori de modul egal cu
valorile efective gi care se rotesc in sens trigonometric cu o viteza unghiulara egala
cu pulsatia curentului alternativ) obtinem diagrama fazoriald asociatd circuitului in
curent alternativ. Unghiul dintre fazorii I s si U,y reprezintd diferenta de faza intre
curentul si tensiunea alternativa.

In cazul bobinei ideale in curent alternativ diagrama fazoriala este redata in Fig.
5.1.
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5.2.3 Condensatorul

Consideram un condensator de capacitate C céruia i se aplica tensiunea alternativa si-
nusoidala u = U, f\/i coswt. Relatia intre tensiunea si curentul alternativ ce parcurge
condensatorul este

_e_ 1,
Y= = i(t) dt ,
de unde p
= Citi = —CwU,;V2sinwt = CwU,sv/2 cos (wt + g) ;

Deci curentul alternativ i este defazat cu 7/2 inaintea tensiunii alternative u. Secriind
curentul alternativ i sub forma i = I,;v/2 cos(wt + 7/2) obtinem relatia

Ief = Uewa . (5.11)

Mirimea 1/(wC) are dimensiuni de rezistenta electricd si se numeste reactanta ca-
pacitiva. Ea se noteaza cu X¢, deci

1

Diagrama fazoriala asociata unui condensator in curent alternativ este reprezentata
in Fig. 5.2.

5.3 Circuite in curent alternativ

5.3.1 Circuitul RLC serie

Circuitului serie (vezi Fig. 5.3) format dintr-un rezistor de rezistent electrici R, o
bobina ideala de inductanta L si un condensator de capacitate C i se aplica tensiunea
electrica alternativa sinusoidala

w = Up coswt = UpsV/2cos wit . (5.13)
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Figura 5.3:

Conform legii a doua a lui Kirchhoff, tensiunea electrica aplicata este egala cu suma
ciderilor de tensiune pe fiecare element de circuit

u—zR+L +—/zdt (5.14)

Circuitul introduce un defazaj intre tensiunea electrica u si curentul electric ¢ ce

parcurge circuitul
i = Iy cos(wt — @) = Iy V2 cos(wt — @) , (5.15)

unde ¢ este defazajul intre tensiunea electrica u si curentul electric :. Introducand
(5.13) si (5.15) in (5.14) obtinem

I¢
RI s cos(wt — ¢) — Lwl, g sin(wt — @) + — sm(wt — ¢) = Ugscoswt ,
sau

e 1 T
- [Rcos(wt — ¢) — Lwcos (wt — ¢+ 5) + acos (wt —¢— 5)} = Ugscoswt .

Dezvoltam functiile trigonometrice. Din conditia ca egalitatea sa fie satisfacuta la
orice moment de timp obtinem

1
I [Rcosd>+ (Lw - a) sin ] Ue ,
1
Iy [Rsinq& - (Lw - a) cos d)] =0. (5.16)
Ridicand la patrat cele doud ecuatii i adunandu-le avem
2 2 1 ?

12, lR + (Lo - ) ] vz,

U

Ly = -
\/ R+ (Lw - &)
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Mérimea \/ R? + (Lw — 1/(Cw))? are dimensiuni de rezistent3 electrici. Ea se noteazi
cu Z si se numegte impedanta circuitului

Z=\/R2+ (Lw—ala)rz. (5.18)

In cazul circuitului serie format dintr-un rezistor si o bobina ideald, impedanta are
expresia Zg;, = VvV R?+ w?L? . In cazul circuitului serie format dintr-un rezistor
si un condensator ideal (fird rezistentd electrici), impedanta are expresia Zpc =

VR2+1/(w2C?) .
Reactanta totald a circuitului este X = X; — X¢ =wL — 1/(wC) . Relatia (5.18)

se poate scrie si sub forma
' Z=vR?+ X2, (5.19)

Din (5.16) rezultd pentru defazaj expresia

Lw— &
~_Cuw 9.20
R ) ( )

tgp =

de unde cos¢ = R/Z iar sin¢ = X/Z.

Dacd X > X¢ predomind caracterul inductiv, (¢ > 0) tensiunea alternativi
fiind defazatd inaintea curentului alternativ. Dacd X; < X¢ predominﬁ' caracterul
capacitiv, (¢ < 0) tensiunea alternativa fiind defazatd in urma curentului alternativ.
Daca X = X, tensiunea alternativa este in fazd cu intensitatea curentului alternativ
(¢ = 0). Spunem ci are loc rezonanta tensiunilor. In acest caz impedanta circuitului
are valoarea minima Z,,;, = R. Deci, intensitatea curentului alternativ ce trece prin

circuit are valoarea maxima Ir,o; = Ues/R.
Frecventa wy pentru care are loc rezonanta tensiunilor se obtine din conditia
B — (5.21)
w = — . 5
@ a)()C

Factorul de calitate @) al circuitului se defineste ca raportul dintre valorile efective
ale tensiunii la bornele condensatorului si tensiunii aplicate circuitului, la rezonanté

0= (7)™ (7). 2)

Utilizand ecuatia (5.21) obtinem pentru factorul de calitate expresia

1 |L
=—/=. 5.23
Dependenta valorii efective a curentului alternativ de pulsatia w este reprezentata
grafic in Fig. 5.4. Observam cd la valori mari ale frecventei curentului alternativ

w > wy curentul prin circuit tinde la valoarea zero.
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Figura 5.4:

S4 calculam valoarea efectivd a tensiunii la bornele bobinei
wLUef

\/R2 +(w-&)°

Daci pulsatia curentului alternativ are valoarea w;, = 1/Cy/L/C — R?/Z tensiunea
Uy, atinge valoarea maxima notatd cu Up mqs (vezi Fig. 5.5) unde

U, [L LU
Uo= "R\ Unme= oo
RO\ -7

(5.24)

UL = XLIef =

Conform Fig. 5.5 la frecvente mari (w > wy,), valoarea efectivd a tensiunii la bornele

bobinei tinde sa aiba o valoare egala cu cea a valorii efective a tensiunii aplicate

circuitului RLC. Deci, la frecvente mari in circuit predomina caracterul inductiv.
Valoarea efectiva a tensiunii U la bornele condensatorului se evalueaza cu ajutorul

relatiei
Ues

wC'\/R2 + (Lw - 615)2
Pentru w = 0 valoarea acestei tensiuni este egald cu valoarea efectiva a tensiunii apli-
cate. Deci, la frecvente foarte mici (w — 0) circuitul se comporta ca un condensator.
Pentru w = wy valoarea efectivd a tensiunii la bornele condensatorului este egald cu
cea de la bornele bobinei Uy. Pentru w = w¢ < wy tensiunea Ue ia o valoare maxima
Ucmaz (vezi Fig. 5.6).

UC = XCIef — (525)
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Sé studiem acum variatia defazajului (datéd de ecuatia (5.20)) cu frecventa. Pentru
w = 0 din (5.20) obtinem tg¢ = —oco deci ¢ = —7/2. Pentru w = wy avem tgp = 0
deci ¢ = 0, iar pentru w — oo avem tgp = oo deci ¢ = 7/2 (vezi Fig. 5.7). In
concluzie defazajul variaza intre limitele —7/2 §i 7/2. La frecvente mici (w — 0)
predomina caracterul capacitiv, iar la frecvente foarte mari (w — oo) predomind
caracterul inductiv.

Diagrama fazoriald asociata circuitului RLC serie este reprezentatd in Fig. 5.8.
Din triunghiul impedantelor (vezi Fig. 5.9) se pot determina usor relatiile (5.19)
i (5.20). In cazul circuitului RL serie (C = oo) diagrama fazoriali este redatd in
Fig. 5.10. Diagrama fazoriald corespunzatoare circuitului RC serie (L = 0) este
reprezentatd in Fig. 5.11. Pentru circuitul LC serie (R = 0) diagrama fazoriali este
ilustrata in Fig. 5.12.
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In cazul circuitelor serie cu mai mult de trei elemente (n > 3, n fiind numirul
de elemente din circuit) la determinarea valorii efective (I.f) a intensitatii curentului
alternativ (cand se cunoaste Ues) se apeleazi la diagrama fazoriald. Rezistenta totali
a circuitului este

R = Z I?’l )
i=1
iar reactanta totala
X - Z X,' .
i=1

Impedanta circuitului este Z = vV R? 4+ X2, deci I,y = U.s/Z. Din analiza pe portiuni
se poate determina valoarea efectiva a tensiunii pe acea portiune

Ui = ef\/Ri2+Xi27

unde R; si X; sunt rezistenta, respectiv reactanta acelei portiuni de circuit. Defazajul
intre curent si tensiune este dat de tg¢p = X/R .

Curentul alternativ poate fi studiat si cu ajutorul numerelor complexe. Tensiunii
alternative aplicate circuitului RLC serie i se asociazd marimea complexa

U = U, ée*“, (5.26)
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5.13 514

)
w R L gf‘. C
14 &
N/ Uef.
unde j? = —1. Partea reald a acestei mérimi complexe reprezintd tensiunea alter-

nativd u aplictd circuitului, iar partea imaginara reprezintd de asemenea o tensiune
alternativd. Impedantei (Z) circuitului i se asociazi marimea comlexd

| 1
Z—R+]<wL—w—C) . (5.27)

Modulul acestei marimi este chiar impedanta circuitului

2
Z=\Jz =\/R2+ Lw-é) . (5.28)

Argumentul lui Z este defazajul circuitului

1

¢ = arctg (Lw—;—c_ﬂ) : (5.29)

Intensitatea curentului alternativ este reprezentata de

I == =1, w9 (5.30)

IN[IS

5.4 Circuitul RLC paralel

Fie circuitul paralel reprezentat in Fig. 5.13, format dintr-un rezistor de rezistenta
electrici R, o bobini ideald de inductanta L si un condensator ideal de capacitate
electrica C, caruia i se aplica tensiunea alternativa sinusoidalda

u = UpV2coswt = Uy, coswt . (5.31)

Scriind prima lege a lui Kirchhoff i = ig + i¢c + 41, unde igr = u/R, i, = [ uwdt/L i
ic = C du/dt obtinem ecuatia integro-diferenttiald

L/ wdt+ C— . (5.32)
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Fie ¢ defazajul intre tensiune gi curent
i = IsV2cos(wt — ¢) = I, cos(wt — @) . (5.33)

Introducénd (5.31) si (5.33) in (5.32) obtinem ecuatia

U, U . .
— coswt + — sinwt — CwU,, sinwt = I, cos(wt — ¢) .

R Lw
Dezvoltand functiile trigonometrice, in urma identificarii avem
U,
fm =In,cos¢,
1 .
(E _ Cw) U, =1I,sing. (5.34)

Ridicind la patrat ce douad relatii si aduniandu-le obtinem

1 1 2
Ie_f = Uef\/ﬁ 2 (Zu—) = Cw) ; (5.35)
Impartindu-le rezulta expresia pentru defazaj

1
¢ = arctg (Lw Cw) R. (5.36)
Diagrama fazoriala asociatd circuitului RLC paralel este reprezentata in Fig. 5.14.

Pentru X, > X¢ din (5.36) rezultd ¢ < 0 deci tensiunea alternativa este defazata
in urma curentului alternativ. Pentru X; < X¢, ¢ > 0 tensiunea alternativi este
defazata inaintea curentului alternativ.

Cand X = X tensiunea alternativa este in faza cu intensitatea curentului al-
ternativ (¢ = 0). Spunem ci are loc rezonanta curentilor (Ic = Ir). In acest caz
impedanta circuitului are valoarea maxima Z,,, = R, iar valoarea efectivd a in-
tensitatii curentului alternativ atinge o valoare minima egald cu valoarea efectiva a
intensitdtii curentului ce parcurge rezistorul I, = Ues/R = Ig. Frecventa wy pentru
care are loc rezonanta curentilor se obtine din (5.21).

Dependenta lui I,y de w datd de (5.35) este infatisata in Fig. 5.15. La frecvente
mici predomind caracterul capacitiv (X¢ = 1/Cw — oo si X, = Lw — 0) iar la
frecvente mari cel inductiv (X, — oo). Dacd valoarea rezistentei R este foarte mici,
I.s ia valori foarte mari.

Valoarea efectivd a intensitatii curentului ce parcurge bobina este Ij, = U.s/(Lw).
Dependenta lui de frecventa este ilustrata in Fig. 5.16.

Pentru condensator putem scrie Ic = wCUg. Dependenta lui de frecventd este
redata in Fig. 5.17.
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Studiul variatiei defazajului cu frecventa se realizeaza cu ajutorul functiei

Y

tgh = R (ElE - Cw) . (5.37)

Pentru w = 0, tg¢ = oo deci ¢ = 7/2, pentru w = wy, tg¢ = 0 deci ¢ = 0, iar pentru
w — 00, tgp = —oo deci ¢ = —7/2. Graficul functiei (5.37) este reprezentat in Fig.
5.18.

5.5 Puterea in curent alternativ

Consideram cazul particular al unui circuit RLC serie caruia i se aplicd tensiunea
alternativd sinusoidald (datd de (5.13)). Intensitatea curentului alternativ ce trece
prin circuit este datd de (5.15). Puterea instantanee absorbitd de circuit se exprima
prin
1
= g = §ImUm[cos ¢ + cos(2wt — ¢)] . (5.38)

Tinand cont de relatia (5.14) puterea instantanee are expresia

p=Ri*+ Lz C / idt. (5.39)
Primul termen din (5.39) reprezintd puterea disipatd in rezistorul R:
pr = Ri* = RIZ[1 + cos 2(wt — ¢)] . (5.40)

Reprezentand grafic functia pgr(t) obtinem curba din figura 5.19. Valoarea medie a
acestel puteri este

1 (T
PRmed = T/O pr(t) dt = RIZ; . (5.41)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



jc‘ 5:/?’

)
N
~
0Q

_ac
Gl
M=
&
ve

0 t:’o e 2 ST
A
5.19
m& P
Ry
0" & 3 t
T2

Termenul al doilea din (5.39) este o functie periodica cu perioada 7'/2 si pulsatia 2w

pL = Lz% —LwIZ;sin2(wt — @) . (5.42)

Termenul al treilea din (5.39) reprezinta puterea instantanee absorbitd de condensator

pe= ¢ / (t) dt = I =L sin2(wt - 9). (5.43)

Valorile medii ale celor doua puteri py, si pc sunt nule

1 (T
Proned = ?/0 pr(t) dt = —LwI? of / sin2(wt — ¢) dt =0,

1 I2f T
Pomed = 7 /0 po(t)dt= 2L [ sin2(wt—g)dt=0.

Deci, numai rezistorul absoarbe putere, numita putere consumata. Schimbul de
putere intre sursa i reactante se poate determina cu ajutorul marimii

Px =pL+pc =—I;Xsin2(wt—¢), (5.44)
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cu Pxmea = 0. In alternanta negativd cele doud reactante absorb putere de la sursa
(px > 0) ca in cea pozitivd si cedeze aceeasi putere (px < 0). In doud alternante
consecutive (reprezentdnd o perioadd) reactantele nu absorb putere.

Valoarea medie a puterii instantanee (datd de (5.38)) absorbite de circuit este

1 T
= T/O p(t) dt:RIezf:PR,med:URIef:IerefCOS¢. (545)

Aceastd putere poartd numele de putere activd. Ea se exprima in W (wat). Termenul
cos ¢ se numeste factor de putere.

Variatia in timp a puterii instantanee absorbite de circuit este ilustratd in Fig.
5.20. Se observa ca, graficul este asimetric in raport cu abscisa. In alternanta pozitiva
circuitul absoarbe putere, iar in cea negativd cedeazd putere (mai micid decat cea
absorbitd). Diferenta celor doud puteri reprezintd puterea consumata de circuit.

Valoarea maxima a puterii instantanee px se numeste putere reactiva

P = Py mon= XL of =Uxles = IefUepsing . (5.46)
Ea se exprima in VAR. Marimea
S =IUes = ZI}, (5.47)

poartd numele de putere aparenta si se exprimad in VA. Tinand cont de expresiile

celor trei puteri putem scrie
5% =P34 P2, (5.48)

Circuitului RLC serie i se asociazd triunghiul puterilor reprezentat in Fig. 5.21.
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Figura 5.22

In cazul unui circuit lipsit de elemente reactive (X = 0, R # 0) defazajul este
nul (¢ =0)iar P=1I U =S P, =0.

In cazul unui circuit fird rezistentd electricd (R =0, X # 0) defazajul este /2
(¢=7r/2) iar P,. = eref= S§i P=0.

Situtiile reale corespund cazului X # 0 si R # 0, deci ¢ # 0 i ¢ # 7/2.

Folosind expresiile (5.26) si (5.30) puterea aparentd S se poate exprima prin
S=U-I"=Uyl &% =P+ jP,, (5.49)

de unde
S?=8.58*=(P+jP)(P-jP)=P*+P?.

5.6 Regimul tranzitoriu in circuitele electrice
lineare

Regimul tranzitoriu reprezinta starea in care se gaseste un circuit electric cand trece
de la un regim permanent la altul. De exemplu, la conectarea unui circuit la o sursa
de energie electrica se trece de la starea in care nu trece curent electric la o stare in
care prin circuit trece curent electric, printr-un regim tranzitoriu.

Circuitele lineare sunt acele circuite pentru care valorile elementelor de circuit
(rezistente, inductante, capacititi) nu depind de intensitatea curentului electric ¢, de
tensiunea electricd aplicatd u si de timp ¢. In aceste circuite sunt valabile legile lui
Kirchhoff.

5.6.1 Circuitul RL serie

Consideram circuitul electric din figura 5.22. Rezistenta interna a sursei se inglobeaza
in rezistenta circuitului.
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a) Studiul regimului tranzitoriu la inchiderea intrerupatorulus

La momentul initial ({ = 0) curentul electric prin circuit este nul (i = 0). La
inchiderea intrerupdtorului, dupd un timp suficient de indelungat (¢ — oo) circuitul
electric este in regimul permanent, in care prin circuit trece curentul electric constant
I = E/R. Scriem legea a doua a lui Kirchhoff

di
Ri+L—=F. 5.50
Aceasta ecuatie diferentiald in ¢ admite o solutie de forma
Z(t) = A1 + A2 6_—’% ‘

Impunéind conditiile: 1) pentrut =0, ¢ =0gi 2) pentrut - oo, ¢ = E/R
obtinem expresiile constantelor A, = —A; = E/R . Deci, intensitatea curentului
electric in regim tranzitoriu are expresia

i(t) = % (1+e77) . (5.51)
Introducéand (5.51) in (5.50) obtinem 7 = L/R. Reprezentarea grafici a functiei (5.51)
este ilustrata in Fig. 5.23.

b) Studiul regimului tranzitoriu la deschiderea intrerupatorulus

La momentul initial (¢ = 0) intensitatea curentului electric prin circuit are valoarea
i = E/R. Se deschide intrerupatorul. Dupd un timp suficient de indelungat (¢t — c0)
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circuitul electric este in regimul permanent in care curentul electric prin circuit este
nul (I = 0). In aceastd situatie, legea a doua a lui Kirchhoff se scrie

di
L—=0. .52
Ri+ L =0 (5.52)
Tinand cont de conditia initiald (t =0, = E/R) solutia acestei ecuatii diferentiale

este
Rt

i(t) = % % (5.53)

Reprezentarea grafici a functiei (5.51) este ilustratd in Fig. 5.24. Cand ¢ = 7 inten-
sitatea curentului electric scade de e ori. Mérimea 7 = L/R se numeste constanta
de timp.

Cele doud situatii prezentate anterior sunt simetrice in raport cu regimul perma-
nent.

5.6.2 Circuitul RC serie

Consideram circuitul electric reprezentat in ﬁgura 5.25.

a) Incdrcarea condensatorului

La momentul initial (¢ = 0) sarcina electrica de pe armaturile condensatorului este
zero (¢ = 0). Dupd inchiderea intrerupatorului, dupd un timp suficient de indelungat
(t = 00), sarcina electricd acumulatd pe armaturile condensatorului este ¢ = EC.
Legea a doua a lui Kirchhoff se scrie

.. q

unde i = dq/dt. Obtinem ecuatia diferentiala in g:

dg
RC— =F
p +q C,
ce admite solutia :
q(t) = EC (1-e7o) . (5.55)

Reprezentarea graficd a functiei (5.55) este ilustratd in Fig. 5.26.

b) Descarcarea condensatorulut

La momentul initial (¢ = 0) sarcina electricd de pe arméturile condensatorului are
valoarea ¢ = ¢gy. Se deschide intrerupatorul. Dupa un timp suficient de indelungat
(t — oo) sarcina electricd scade la zero (g = 0). In aceastd situatie, legea a doua a lui
Kirchhoff se scrie g

Ri+ =0, (5.56)
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unde i = dg/dt. Se obtine ecuatia diferentiala

dq
RC— =0,
a Y
ce are solutia t
q(t) = gqo e"®c . (5.57)
Reprezentarea grafici a functiei (5.57) este ilustrata in Fig. 5.27. Cand t = RC
sarcina electricid de pe armaturile condensatorului scade de e ori.

5.6.3 Circuitul LC serie

Consideram circuitul electric format dintr-un condensator incarcat ce se descarca
printr-o bobini ideald. Scriem legea a doua a lui Kirchhoff

L—+==0
atcT
unde ¢ = dg/dt. Obtinem ecuatia diferentiald de ordinul al doilea in g:
d’¢ ¢
L—+==0. .
T 4 C 0 (5.58)
Notand w = 1/v/LC solutia ecuatiei (5.58) este
q=qo cos(wt — @) . (5.59)

Reprezentarea graficd a functiei (5.59) este ilustratd in Fig. 5.28. Intr-un astfel de
circuit electric apar oscilatii electrice.
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5.6.4 Circuitul electric oscilant

Consideram un circuit electric RLC serie alimentat de la o sursd de curent continuu.
Dupa un timp suficient de lung scoatem instantaneu sursa din circuit. Se obtine
circuitul oscilant din Fig. 5.29. In acest caz legea a doua a lui Kirchhoff se scrie

q

di .
L—CE+RZ+5_O,

cu 7 = dg/dt. Obtinem ecuatia diferentiald de ordinul al doilea in g¢:

d’q  ,dg ¢
L—+R—+==0. 5.60
a T ta e (5.60)
Solutia ecuatiei diferentiale (5.60) ne da variatia in timp a sarcinii electrice a conden-
satorului
q(t) = qo e cos(wt — ¢) , (5.61)
unde w este pulsatia oscilatiilor amortizate. Sarcina electrica a condensatorului ¢
scade in timp, fiind modulatd de factorul cos(wt — ¢). Introducand (5.61) in (5.60)
obtinem sistemul

1
Lt* —w’)+ = —-Rb=0,

C
w(2Lb—R) =0,
de unde
R 1 R?
b—i, w = m—m (562)

In functie de valorile elementelor circuitului distingem urmatoarele trei situatii:

1. L_IC— > Z% Oscilatiile electrice sunt periodice si amortizate.
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Figura 5.30
2. 35 = 4—”}; In acest caz (w = 0) procesul de descdrcare este amortizat ¢ =
go e cos¢ .

2 o & o
3. 75 < % Procesul de descircare este aperiodic.

Pentru R — 0 trecem la caracteristicile circuitului LC serie, iar pentru R — oo
nu mai avem oscilatii electrice. Amortizarea oscilatiilor este cu atat mai pronuntata
cu cat rezistenta circuitului este mai mare §i inductanta este mai mica.

Circuitul oscilant este analog pendulului elastic. Corespondenta marimilor este
datd de urmaétorul tabel

pendulul elastic circuitul oscilant
elongatia sarcina electrica
masa inductanta
constanta elastica inversul capacitatii
coeficientul de rezistenta rezistenta electrica
energia cinetica energia campului magnetic
energia potentiala energia campului electric

5.7 Aplicatii

5.1. Fie circuitul reprezentat in Fig. 5. 30, unde R, = 100 Q, U, = 60 V,
U, =80V i U=100V. Sa se calculeze R, si X, daca se neglijeaza curentii electrici
prin voltmetre.
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R: Fazorii U; si U; au expresiile
(5.63)

U=U,=1R,,
=17, (5.64)
unde Z; = Ry + jXo = Z €9%2 cu j? = —1, Z3 = R5 + X2 si ¢2 = arctg(X»/Rz). Din
(5.63) 51 (5.64) rezultd cd U, Z; = Uz R,, sau
U1Z2 = U2R1 . (565)
Fazorul Z este definit de Z = Z, + Zy = Z €/® = R, + Ra + j Xa, deci
Z? = (R + Rp)* + X2 . (5.66)
Din relatia U = I Z si din relatia (5.63) rezulti ca
U.Z =UR, . (5.67)
Din ecuatiile (5.65), (5.66) si (5.67) rezulta sistemul
U 2
(R, + Ry)? + X2 = (Rl—) ,
U
2 2 Uy 2
1

Scdzand cele doud ecuatii ale sistemului (5.68) obtinem pentru R, expresia
R,\(U - Uy)(U + U.
1 2)(U + 2)] . (5.69)

1
R2—§[R1‘-' U12

Inlocuind valorile numerice pentru R, U, U, si U obtinem Ry = 0, deci Z, = j X, =
(5.70)

X, e9™/2 sau
Z2 = X2 .

Din (5.70) si (5.65) rezultd cd X, = U, R, /U; ~ 133 Q2.
Parametrii circuitului electric din Fig. 5.31 satisfac relatia R = X; = X¢.

5.2.
Tensiunea de alimentare este u = /2Usin(wt + 7). Si se determine impedanta
echivalenta Z,, rezistenta echivalentd R, si reactanta echivalentd X, a circuitului.

R: Scriem legile lui Kirchhoff pentru acest circuit
I=L+1,, (5.71)
L-Zi=1 2, (5.72)
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Figura 5.34

unde Z, = R+ j X, = Z, &%, tgpy = X, /R=1,deci ¢y =7/4, Z, = /R2 + X} =
RV2, Zy = R+ jXc = Zy €%, tgpy = —Xc/R = —1 , deci ¢ = —7/4, Zy =

/R? + X2 = Rv/2. Relatia (5.72) devine
AZI ej7r/4 — QZ2 e—-j7r/4 ,

de unde 7
L=1L2t e, (5.73)

Din (5.73) si (5.71) rezultd pentru I expresia

Z
o1 (12).
2

Tinand cont ca U =1 - Z, = I, - Z, obtinem

deunde Z, = R, R. = Rsi X, =0.

5.3. Un curent de intensitate ¢ = 10 sin(10007t) A, trece printr-un circuit RC
paralel cu C' = 100/7 puF. Se cere si se determine rezistenta R pentru care puterea
activa este maxima. Care este valoarea acestel puteri?

R: Scriem legile lui Kirchhoft

~

-:I_R+I_C>
Rix = %5+ Iz, (5.75)
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unde I = I =10/v/2 A §i Z¢ = 1/(jwC) = Xc/j. Din (5.74) si (5.75) rezultd ci

I
Ip=——, (5.76
deci Ir = IXc(R? 4+ X2)~'/2. Puterea activi este dati de
XZ
P=RI(}=1’R_—°__. :
R R? + X2 (.77}

Ea este maxima cand dP/dR= 0. Aceastd conditie este echivalentd cu ecuatia alge-
brica

-R*+ X2=0, (5.78)
de unde R = X¢ = 1/(wC) = 10 Q . Introducind (5.78) in (5.77) obtinem P,,,, =
I’Xc/2 =250 W.

5.4. Un condensator incircat, de capacitate C, este legat cu un condensator C’
(initial neincdrcat) prin intermediul unei rezistente R.
a) Stiind cd dupd timpul 6 sarcina condensatorului devine 1/n din valoarea sa initiala,
s se calculeze rezistenta R in functie de C, C’, 6 si n.
b) Cunoscand sarcina electricd initiala )y a condensatorului C sa se calculeze energia
disipatd sub formd de cdldurd pe rezistenta R: 1) in timpul € si 2) cand echilibrul
electrostatic este atins.

R: a) Fie g sarcina electrica a condensatorului C, iar ¢’ = (Qy — ¢ sarcina electricd
a condensatorului C’ la momentul ¢. Scriem legea a doua a lui Kirchhoff

¢ q
Ri + oo 0, (5.79)
unde 2 P
. . |
= i (5.80)
Rezulta ecuatia diferentiala in ¢:
RE+ (54‘5)(]— C . (581)

Solutia ecuatiei omogene este

q(t) = A-exp (— ROC t (5.82)
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Solutia particulard a ecuatiei diferentiale (5.81) este

_ @C
I=c1o- (5.83)
Solutia generald a ecuatiei diferentiale (5.81) este
_ c+cC QoC
q(t) = A-exp (— OO t) + C1C - (5.84)

Constanta de integrare A se determind din conditia initiald ¢(0) = Qo, deci A =
QoC’'/(C + C"). Rezulti pentru g expresia

Qo , c+cC
1=c1o C' exp RCC’t +C| . (5.85)
Dar ¢(0) = Qo/n, deci
C+C"o
-__Ox0P (5.86)
CC" In (C+C’—nC)
b) Energia disipatd sub forma de cilduri pe rezistorul R in timpul 6 este
0
W= [ RZ(t)dt
| BR@
unde P 0 G
oy aq o . +
i(t) = 7 = Ro P ( RCC t) ) (5.87)
deci 02 21 )2
_ Qg [n” - n—
=5 [ R ] . (5.88)

Energia disipata sub forma de caldura pe rezistorul R dupi atingerea echilibrului

electrostatic este Q2
o0
W' = / R dt = J
w4 2C

T CETIR (5.89)

5.5. Fie un circuit electric format dintr-o sursi, un condensator C, un rezistor R
si un intrerupator K. La momentul ¢ = 0 tensiunea sursei este zero, iar intrerupatorul
este deschis. Tensiunea sursei se modifica linear in timp. Sa se determine curentul de
incarcare.
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R: Fie ¢ curentul electric prin circuit, ¢ sarcina electrici de pe armaturile con-
densatorului i U = ot, tensiunea sursei la momentul £. Scriem legea a doua a lui

Kirchhoff
q

R+ c= at . (5.90)
Derivim aceastd relatie si obtinem ecuatia diferentiald in ::
di i ’
RE + 5 =. (591)
Solutia ecuatiei omogene este
1
(1) =A- (—— t) 2 5.92
it) = A-exp(~5& (5.92)

Solutia generald a ecuatiei diferentiale (5.91) se determind prin metoda variatiei con-
stantelor. Astfel

&t~ at “P\"rc)  rC "P\"RC) " ‘
Introducéand (5.93) in (5.91) obtinem
dA « t
Solutia acestei ecuatii este
t
A =aC exp (@) + Ay . (5.95)

Solutia generald a ecuatiei diferentiale (5.91) este

t
() = A (——) C. 5.96
i() = Ay exp (~ s ) +a (596)
Constanta de integrare A, se determind din conditia initiald ¢(0) = 0, rezultd pentru
1 expresia

i(t) = aC . (5.97)

1 —exp (—L)
RC

5.6. O bobina de rezistenta 0,01 €2 si inductanta 0,5 mH este legata la o baterie
de 12 V, de rezistenta interna neglijabila.
a) Dupa cat timp de la inchiderea circuitului, curentul electric devine 90 % din valoarea
sa finala?
b) La acest moment, ce energie este inmagazinatd in cAmpul magnetic?
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R: a) Fie i curentul electric ce trece prin circuit la momentul £. Scriem legea a

doua a lui Kirchhoff di
1

fli= —La +E. (5.98)
Rezulta ecuatia diferentiald neomogena
di
L—  =F 2
g7 + Re ; (5.99)
a cdrei solutie generald este
R E
i(t) = A - o - .
i(t) exp ( 7 t) +t3 (5.100)

Constanta de integrare A se determind din conditia initiald :(0) = 0. Rezultd pentru
1 expresia

E Rt
i) =2 [1 — exp (—f)] . (5.101)
Valoarea sa finala este

Timpul dupé care curentul electric este 90 % din valoarea sa finali este determinat

din ecuatia
90 E FE

o= b-er (7
10 R R P
deci t = £In10=0,115s.

b) W =1 = 3L LE? _ 997 J.

5.7. Doi condensatori de capacitati C, si C, se leaga in serie cu o bobina
de inductantd L. Initial condensatorul C; este incdrcat cu sarcina electrica ). Sa
se determine intensitatea curentului electric ce trece prin bobina dupa inchiderea
circuitului.

R: Fie ¢ curentul electric prin circuit, u; tensiunea la bornele condensatorului C;

(1t = —dq/dt = —C, du,/dt) si u, tensiunea la bornele condensatorului Cy (2 =
dqy/dt = Cy dusy/dt) la momentul ¢. Scriem legea a doua a lui Kirchhoff
di

Derivam aceastd relatie si obtinem ecuatia diferentiald in ¢:

d% 11

— —+—=—]1=0. .103

dt2+<cl+02)’ (5.103)
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Notam

W2 C,+C,
07 LC\Cy
Obtinem ecuatia diferentiala
d%i 2.
a2 +wgt =0.

Deoarece (0) = 0 rezultd cd i(t) = Asinwyt. Constanta de integrare se determind
din conditia
di
L— _ =
di o + Uz(O) U (0) 0 ’
dar u,(0) = Q/C, ue(0) = 0§i L di/dt |;—9 = LAwp, deci A = Q/(LCiwp). Expresia

curentului electric prin circuit este

i) = ICoon sin wot . (5.104)
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Capitolul 6

Campul electromagnetic

Campul electromagnetic este format din cAmpuri electrice si magnetice interconditionate
(ale cdror linii de caAmp sunt inchise) ce se propagi in vid cu viteza lumiinii ¢ ~ 3- 108
m/s.

Daca intr-o regiune oarecare a spatiului existd un cAmp magnetic variabil in timp,
cu linii de cadmp inchise, atunci va aparea si un camp electric variabil in timp cu
linii de camp inchise in jurul liniilor cimpului magnetic. Acest camp electric variabil
va crea un cimp magnetic g.a.m.d. Acest ansamblu de cimpuri electrice i magnet;i-
ce interconditionate, variabile in timp, se propaga in spatiu sub forma unei unde
electromagnetice.

Intr-un mediu de permitivitate dielectrica € gi permeabilitate magnetica pu, viteza
de propagare a undelor electromagnetice este

€
NG

Pentru vid €, = 1 si u, = 1, deci viteza de propagare a undelor electromagnetice
in vid este egald cu viteza luminii

(6.1)

v =

1

c= . 6.2
vV E€oHo ( )
Indicele de refractie al mediului este dat de
c
n= = ek . (6.3)

Pentru mediile dielectrice pentru care i, = 1 indicele de refractie are expresia

n= yf€s .
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6.1 Clasificarea undelor electromagnetice

Cea mai uzuali clasificare a radiatiilor electromagnetice este realizatd dupa frecventa
si lungimea lor de unda in vid.

1. Undele radio reprezintd domeniul de frecventa de la zeci de hertz pana la un
gigahetz (1 GHz=10° Hz). Dupi lungimea de undi se subimpart in
(a) unde lungi (lungimea de unda cuprinsi intre 30 km si 750 m),
(b) unde medii (lungimea de undi cuprinsi intre 750 m si 50 m),
(c) unde scurte (lungimea de und3 cuprinsi intre 50 m si 10 m),
(d) unde ultrascurte (lungimea de unda cuprinsi intre 10 cm si 30 cm).
2. Microundele reprezintd domeniul de frecventa de la 1 GHz péana la 0,3 THz
(1 THz=10'2 Hz). Dup4 lungimea de undi se subimpart in
(a) unde decimetrice,
(b) unde centimetrice,
(c) unde milimetrice.
3. Radiatia infrarosie reprezinta domeniul de frecventa de la 0,3 THz pana la 400

THz. Ele au lungimea de unda cuprinsa in intervalul 1 mm - 780 nm
(1 nm=10"% m).

4. Radiatia vizibila reprezinta domeniul de lungime de unda cuprinsa in intervalul
de la 760 nm pana la 400 nm.

5. Radiatia ultravioleta are lungimea de unda cuprinsa in intervalul 380 nm si

6 A (1 A=10"1° m).

6. Radiatia X (RoOntgen) are lungimea de undd cuprinsi in intervalul 100 A i
0,01 A.

7. Radiatia 7 reprezinti domeniul de frecvents cuprins intre 3 x 10'® Hz si
3 x 10?2 Hz.

6.2 Ecuatiile lui Maxwell in vid

Campul electromagnetlc (descris de marimile: intensitatea cAmpului electric E, inductia
electrica D intensitatea campului magnetic H inductia magnetica B) in vid verifica
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urmatoarelr ecuatiile Maxwell

. 9B
rotk = T
oD
Et— )
divB=0,
divD =0 . (6.4)

rotff =

S-a tinut cont cd in vid cdmpul electromagnetic nu are surse, deci p = 0 si j=0.
Vectorii F si D sunt legati prin relatia

D =gk, (6.5)
iar vectorii H s B prin .
B = uoH . (6.6)
Tinand cont de relatiile (6.5) si (6.6), ecuatiile (6.4) devin
- 0B
rotE = —E y (67)
’ OE
B = —— ;
To €oHo 5, » (6.8)
divB =0, (6.9)
divE =0 . (6.10)
6.3 Ecuatia de propagare
Aplicand operatorul rotor asupra ecuatiei (6.7) obtinem
~ d(rotB)
t(rotE) = — .
rot(rotE) 5
Tinand cont de ecuatia (6.8) avem
. 0*E
rot(rotE) = —€oko 5 (6.11)
unde
g By €
rot(rotE) = % % 5%

(rotE), (rotE), (rotE),
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cu €, €, si €, versorii axelor de coordonate. Componenta z a lui rotE este

" 0E, OE

tE), = — - 2. 12
(rotF). = 5= - 5 (6.12)
Celelalte componente ((rotE), si (rotE),) se obtin din (6.12) prin permutiri circulare.

Proiectia pe axa Oz a ecuatiei (6.11) se scrie

2
(rot(rotE)), = _E“aat% ,
unde
(rot(rotE)), = d(rotE), _ d(rotE),

oy 0z
OPE, 0%E; B 0’E, N 0 ((’9Ez OE, 6Ez)

5P 7 0 Bxl\0z T oy e

Ultima paranteza din expresia de mai sus reprezintd divE care conform ecuatiei
Maxwell (6.10) este nula, deci

0’°E, O0°E, O%E, 0?E,
0z? + Oy? + 572 Mgz

sau 25
T

AEI - GOHOW =0. (613)

Se poate continua in aceeasi manierd pentru E, si F,. Din cele trei ecuatii de tipul

(6.13) pentru cele trei componente ale intensitdtii cimpului electric, putem scrie

0*E N 0’E . PE_ _PE
oz2 " By | 922 Hae

sau -
- 0°FE
AFE — GONOW =0. (614)

In continuare determinam ecuatia diferentiald pe care o satisface cAmpul magnetic.
Aplicand operatorul rotor asupra ecuatiei (6.8) obtinem

» tE
rot(rotB) = eouoa(rgt ) ; (6.15)
Introducand (6.7) in (6.15) obtinem
. 0°B
rot(rotB) = —€olo gy - (6.16)

111

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Proiectand pe axa Oz ecuatia (6.16) avem

2
[rot(rotB)), = —eouoa—agi )

unde

d(rotB), _ d(rotB),
dy 0z
_9°B, B, amz¢a@m B, aa>

oy? 822  0z2 Oz \ Oz + dy + 0z

[rot(rotB)], =

Ultima parantezd din expresia de mai sus reprezintd divB care conform ecuatiel
Maxwell (6.9) este nuld, deci

0B, OB,  &B, _ B B
8z2 | o2 | 022 Mz '
sau 62B
AB;E — €l atzz =0. (618)

Similar se pot scrie ecuatiile diferentiale si pentru celelalte componente B, si B, ale
inductiei magnetice. Ecuatia vectoriald corespunzitoare ecuatiei (6.17) este

B B &B_ B
oz2 T By? | 92 Mo o
sau o s
. 028

Tinand cont de relatiile (6.5) si (6.6) putem scrie relatii aseméinétoare pentru Dsi H.

Putem alege solutii ale ecuatiilor (6.14) si (6.19) de tipul

—

(7,t) = By e'@t-F (6.20)
(7,t) = By eiet=FN (6.21)
unde w este pulsatia undei (w = 27v = 27/T cu v §i T frecventa respectiv perioada

undei), iar k este vectorul de unda (k = 27/A cu A = vT = v/v lungimea de unda).
Cele doua marimi, pulsatia w §i numarul de unda k, sunt legate prin relatia

o &

)

w=vk. (6.22)
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Pentru vid relatia (6.22) devine
w=ck.

Componenta pe axa Oz a intensititii cimpului electric, conform relatiei (6.20) se scrie

‘E$ — EOz ei(wt——kzz—k,y—k,z) :

Jocs
eci 9E,

Oz
Introducénd (6.20) in ecuatia Maxwell (6.10) obtinem

= —ik,E, .

E-E=0, (6.23)

deci cei doi vectori k si E au directii perpendiculare.
Introducand (6.21) in ecuatia Maxwell (6.9) obtinem

k-B=0. (6.24)

Din relatia (6.24) rezulti ci cei doi vectori & si B sunt ortogonali.
Solutiile de tipul (6.20) si (6.21) se numesc unde electromagnetice monocromatice.
Conform ecuatiilor (6.23) si (6.24) putem afirma c3 undele electromagnetice monocro-
matice sunt transversale: B si E oscileazi intr-un plan perpendicular pe directia de
propagare data de vectorul de unda k.

Pentru a gasi relatia intre vectorii E, B si E folosim celelalte ecuatii Maxwell.
Introducand (6.20) si (6.21) in (6.7) obtinem

—i(k x E) = —iwB ,

de unde L .
kx E=wB. (6.25)

Deci vectorul B este perpendicular pe planul determinat de vectorii k si E. Intro-
ducand (6.20) si (6.21) in (6.8) obtinem

kx B = —eguowk . (6.26)

Deci vectorul E este perpendicular pe planul determinat de vectorii & si B. Din (6.25)
si (6.26) rezultd ca cele doud cimpuri B gi E sunt ortogonale intre ele.
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6.4 Undele electromagnetice monocromatice plane

Cand toate particulele (mediului in care se propagd unda) situate intr-un plan per-
pendicular pe directia de propagare a undei, oscileaza identic unda este pland. Fie
o undi plani ce se propagd cu vitezd constantd v in directia Oz. Elongatia £(z,t)
a unei particule situatd in punctul z pe directia de propagare va lua aceeasi valoare
(€(0,t — z/v)) cu cea a particulei situatd in origine cu o intarziere z/v datd de timpul
necesar undei ca s ajunga din origine pana in punctul considerat, deci

f(z,t)=£(0,t—g) :f(t—-z) = F(z—vt).

O undi electromagnetica pland constd din ciAmpuri electrice si magnetice ce au
urmétoarele proprietati

- au o directie de propagare unica,

- componentele celor douda campuri nu depind de coordonatele transversale fata de
directia de propagare.

In cele ce urmeaza vom considera cazul undei electromagnetice monocromatice
plane de pulsatie w ce se propaga in directia Oz. Cele doud campuri sunt descrise de

E(z,t) = Ey(2,t) & + Ey(2,1) &+ E,(2,1) &, , (6.27)
B(z,t) = By(z,t) & + By(2,1) &, + B,(2,t) €, . (6.28)

Deoarece unda electromagneticd plana se propagd dupa directia Oz, vectorul de

undi are directia acestei axe (k = k€,). Din (6.23) rezulti kE, = 0, de unde E, = 0.
Din (6.24) rezultd kB, = 0, de unde B, = 0.
Prin urmare, relatiile (6.27) si (6.28) devin

—

E(z,t) = Ez(2,t) €& + Ey(z,t) €y, (6.29)
B(z,t) = By(2,t) €& + By(2,1) &, . (6.30)
In cazul ales de noi ecuatia undei se scrie
Pu 1 0%u
022 v? 0Ot?
unde u poate fi oricare din componentele E;, E,, B; si B,, iar v este viteza de
propagare a undei electromagnetice in mediul respectiv.

Pentru a determina expresia solutiei ecuatiei (6.31), aplicim metoda separarii
variabilelor. Prin urmare, cautam solutii de tipul

=0, (6.31)

u(z,t) = uy(2) - ua(t) - (6.32)
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Impunand conditia ca expresia (6.32) si fie solutie a ecuatiei (6.31) obtinem

o 1 d?
el _ 28 (6.33)
U, dz? uy dt?
Fiecare membru din ecuatia (6.33) depinde de o singurd variabild (primul de variabila
z, iar al doilea de variabila t). Egalitatea este indeplinitd daca fiecare membru este
egal cu aceeasi constant, pe care din motive dimensionale o alegem egald cu —w?.

Obtinem astfel doud ecuatii diferentiale de ordinul al doilea

d2u1

—d22 + k2u1 =0 ’ (634)
&
dt’f +wluy =0, (6.35)

unde k = w/v. Solutiile celor doud ecuatii diferentiale (6.34) si (6.35) sunt
u, = By €% + By e7** |
up = Cy ¥t + Cp e .
Alegem solutia generald a ecuatiei (6.31) de forma
u(z,t) = A elWttka) (6.36)

unde A reprezintd amplitudinea undei. Semnul + corespunde undei regresive (ce se
deplaseazd in sens contrar axei Oz cu viteza v), iar semnul — undei progresive ce se
indepérteazd de sursi (se deplaseazi cu viteza v in sensul pozitiv al axei Oz) cu viteza
v.

Solutia (6.36) reprezintd o undd armonica plana de pulsatie w, ce se propagd in
directia axei Oz. Solutia generald a ecuatiei (6.31) se poate scrie si sub forma

u(z,t) = A cos(wt + kz) , (6.37)

unde A reprezinti amplitudinea undei. Functia trigonometrici cosinus poate fi
inlocuita cu functia trigonometrica stnus cu modificarea corespunzatoare a fazei.

Locul geometric al punctelor din spatiu pentru care faza undei este constanta se
numeste suprafatd de unda. La un moment ¢ fixat, faza undei ¢ = wt + kz este
constantd (¢ = ct) in puncte pentru care z este acelasi, deci suprafata de unda este
un plan. Spunem ci unda descrisi de (6.36) este o undd plana.

6.5 Densitatea de energie. Vectorul Poynting

Consideram un volum V din spatiu, delimitat de suprafata S. Energia stocata de
campul electromagnetic in acest volum este

W:wa,
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unde w este densitatea de energie a campului electromagnetic

€0 2 1
= =_—F‘+_—B*. :
W= Wg + wWpg 2 + %o (6 38)
In continuare vom determina (folosind ecuatiile lui Maxwell) viteza de variatie a
densitdtii de energie a cadmpului electromagnetic. Inmultind scalar ecuatia Maxwell
(6.7) cu B obtinem

- . _ 9B 1 8B2
‘70t = —-B — = —— —— ’
B-ro B 2 o ° (6 39)
sau 4
- " 1 OB
H-rotF = ——— ——
ro 2#0 at

Inmultind scalar ecuatia Maxwell (6.8) cu E obtinem

- 0E 1 OE?

E . T‘Ot.é = GOIU,()E E = 560#0 W . (640)
sau o
- = €0 oF
E-rotH=— — .
ro 2 ot
Tinand cont de ecuatiile (6.39) si (6.40) putem scrie ci
ow

__6_t:—E'-rotﬁ+ﬁ-r0tE‘.

Folosind relatia L .
a-rotb—>b-rotd = div(bxa),

obtinem
ow T
—— =dw(E x H). (6.41)
ot
Introducand marimea vectoriala )7, numitd vectorul Poynting, definita de
Y=ExH, (6.42)
relatia (6.41) devine
0 -
—5“;- = div?
Integrand aceasta relatie si folosind teorema Gauss-Ostrogradsky obtinem
aw
— =9 43
dt Y > (6 )
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unde
<1>Y=/V dwY-dV:}i Y.7dS,

reprezinta fluxul vectorului Poynting.

Ecuatia (6.43) reprezinti legea conservirii energiei: energia care se scurge prin
suprafata S ce delimiteazd volumul V (membrul al doilea din (6.43)) este egald cu
cantitatea cu care a scazut energia stocata de cAmpul electromagnetic in volumul V
(primul membru din (6.43)).

6.6 Polarizarea undelor electromagnetice

In cazul undelor electromagnetice plane vectorii E si B oscileazd in fazi. In continuare
ne vom referi la vectorul E. Relatii similare se pot scrie si pentru celdlalt vector, B.

Daci varful vectorului E descrie o traiectorie elicoidald (cu pasul egal cu lungimea
de undi )), a cérei proiectie pe planul normal la directia de propagare este o elipsa,
campul electric se numegte eliptic polarizat. Cand sensul de rotatie coincide cu cel
trigonometric, cimpul electric este polarizat eliptic stanga. Cand sensul de rotatie
este sensul acelor de ceasornic campul electric este polarizat eliptic dreapta.

Consideram o unda monocromatica plana ce se propaga in directia axei Oz. In-
tensitatea cAmpului electric este un vector ce oscileaza in planul zOy

E(z,t) = E,&, + E,é, (6.44)
cu

E. = E) cos(wt — kz + ¢1) ,
E, = E;cos(wt — kz + ¢5) ,

= Conbtbarp), =i+ Bl poteo $obb (o)

Dacd diferenta de fazd intre componentele E, si E, este A¢ = ¢ — ¢ = 0 sau
+7 undele se numesc linear polarizate.

Componentele E; si E, nu sunt cuplate de ecuatiile Maxwell. Deci este posibil
sda producem cu o anumitd sursa, unde electromagnetice cu componenta F, nenuld
dar cu componenta E, nuld (cadmpul electric este polarizat linear dupd Oz). Deci, in
acest caz componentele F; si B, sunt nenule oricare ar fi z si t.

Pentru ¢, = ¢ = ¢ putem scrie

E(2,t) = E,é, + E,€, = E¢cos(wt — kz + ¢) ,

unde
" El_._{_E'z_,
€= —é —€y ,
E " E’
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este vectorul de polarizatie. Acest vector are modulul egal cu unitatea
E}+E} i

By
Elipsa degenereaza in doua drepte confundate,ce reprezinta una din diagonalele drep-
tunghiului in care se inscrie elipsa.

Dacd diferenta de fazd intre componentele E, si E, este A¢ = ¢ — ¢ = £7/2
undele se numesc circular polarizate. In acest caz varful vectorului E descrie un
cerc intr-un plan perpendicular pe directia de propagare. Cand sensul de rotatie
coincide cu cel trigonometric, cAmpul electric este polarizat circular stanga. Cand
sensul de rotatie este sensul acelor de ceasornic cimpul electric este polarizat circular
dreapta. Intensitatea cAmpului electric este datd de (6.44) unde

E, = Eycos(wt — kz) ,
E, = Eysin(wt — kz) . (6.46)

€ €=

Din ecuatiile (6.46) si formula fundamentald a trigonometriei
cos®(wt — kz) + sin®(wt — k2) =1,

obtinem ecuatia unui cerc
E:+E!=E}.
In general (E| # Es si ¢ # ¢ sau ¢y # ¢ £ 7 sau ¢o # ¢ + 7/2) extremitatea
vectorului F descrie o traiectorie elipticd. Din (6.45) obtinem

E
sin(@a — ¢1) cos(wt — kz) = —=singy — —Z sin ¢, ,

E, Ey

. . E, E,
sin(¢e — ¢1) sin(wt — kz) = 5. COS g — 5. cos @y . (6.47)

1 2

Ridicand relatitle (6.47) la Ipafm‘t si {closind fomu\a {undamentala « 'fn‘iono~
metrie oHMemE2 2 BB ‘
2 4 2 _ 92 Y cos(¢py — ¢1) = sin’(¢2 — 1) . 6.48

E12 E% El E2 (¢2 ¢1) (¢2 ¢1) ( )
Ecuatia (6.48) reprezintd ecuatia unei elipse inscrise intr-un dreptunghi de laturi 2E)
si 2E5, cu centrul in origine §i cu axele rotite fatad de axele de coordonate cu unghiul
V. Noile axe, ce au versorii €7, si €; se obtin prin rotirea vechilor axe (de versori €,
si €,) cu unghiul ¥, astfel incat noile axe si se suprapund peste axele elipsei. Noile
componente E’ si E; se scriu in functie de vechile componente E; si E, astfel (vezi

Fig. 6.1)

E, =FE,cosV + E,sinV¥
E,=—E;sin¥ + E,cos ¥ . (6.49)
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oM'=x
MM'zy

Figura 6.1:

Se introduc expresiile (6.49) in ecuatia (6.48). Noile axe devin semiaxele elipsei
daca ecuatia elipsei are forma

E I
=t f_ =1. (6.50)
Ecuatia elipsei are forma (6.50) ca,nd coeficientul termenului £} E; este nul, deci
2(E} — E3)sin ¥ cos ¥ = 2F, By cos(¢y — ¢1) (cos® ¥ — sin® ¥)

de unde
2E1E2 COS(¢2 — ¢1)

E? — E2
Expresia (6.44) se poate scrie si sub forma E(z,t) = Re(E,), cu
E, = E, et %) ¢itig | B, ¢it-k2) gitg — B

tg 2V =

unde vectorul de polarizatie € are expresia

El 1'¢| E k
= g 4+ =2 ezq&gé») i(wt—kz) )
‘ ( E E
Acest vector are modulul egal cu unitatea €-€* =1 .

Un camp polarizat linear poate fi reprezentat printr-o suprapunere de campuri
polarizate circular. Fie un camp electric polarizat linear dupa Oz

= E
E(z,t) = Eqcos(wt — kz)€, = ?0 [€; cos(wt — kz)

=2 (&, cos(wt — kz) — &, sin(wt — kz)] .

+¢é, sin(wt — kz)] + 5
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Folosind reprezentarea numerelor complexe putem scrie E (z,8) = Re(Ec), cu

= . . Ey, . .
E, - eilwt—kz) (é*z+e—z1r/2éoy) Z 79 e:(wt—kz) (Ex _e—zw/2€y) ,
sau E(z,t) = Ey(€_ + &,)/+/2. Vectorii de polarizatie €_ si €, sunt definiti astfel

~ _ & + €y i(wt—kz)
€4 = -\/——2— e ‘

Acesti vectori au modulul egal cu unitatea €, - €5 = 1.

6.7 Aplicatii

6.1. Se considera unda electromagnetica plana ce se propaga in vid pe directia axei

Oz si al cirei camp electric oscileaza dupa directia axei Ozx:
E;(2,t) = Epsin(wt — k2) .
Folosind ecuatiile Maxwell s se deducd expresia (6.2).

R: Din ecuatia Maxwell (6.7) rezultid ca

OB,  OE,

— = = kEy — . i
5t % kE,, cos(wt — kz) (6.51)
Din ecuatia Maxwell (6.8) rezulti ca
0B OE,
- 6—2"’ = Colo—, - = wegpo B cos(wt — kz) . (6.52)

Integrand ecuatia (6.51) obtinem

kE,, . ;
B, = - sin(wt — kz) = By, sin(wt — kz) ,

de unde

Integrand ecuatia (6.52) obtinem

_ CopowEm

By p sin(wt — kz) = By sin(wt — kz) ,
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de unde

By = céopoEnm
Egaland relatiile (6.53) si (6.54) rezulta
1
G= :
€oHo

6.2. Se considerd unda electromagnetica plana data de

E(z,t) = Ep, sin(wt — k2)é; ,
fi(z, t) = Hp, sin(wt — k2)é€, .

(6.54)

(6.55)

- (6.56)

Si se calculeze energia inmagazinatd in elementul de volum dV si valoarea medie a

vectorului Poynting.

R: Expresia vectorului Poynting este

Y(z,t) = HypEp sin?(wt — k2)é,

(6.57)

Observam ca vectorul Poynting are aceeasi directie cu vectorul de unda k. Din (6.55)
g1 (6.56) rezultd cd cele doud campuri sunt in fazi (E §i H au valoare maximi in

acelagi moment) in orice punct atins de unda.

Energia inmagazinata de campul electromagnetic in elementul de volum dV este

E. .H E2
dW =wdV = _ (60E2+u0H2)dV— ™4V =
c 2
unde H,, = €ycEy, §i By, = E,/c (vezi problema precedentd).

Valoarea medie a vectorului Poynting este

gV ==

EnHp  EnBn  (E?)
== / Y (t) dt = - -

2 2p0 Cho
unde (E?) = E? /2 5i (B?) = B2 /2.

6.3. Sd se arate ca urmatorul cAmp electromagnetic

E,=E,=0,
E, =c cos(y — ct) ,
B, = cos(y — ct)
B,=B,=0.
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satisface ecuatiile lui Maxwell.

R: Fie ecuatia Maxwell rotE = —9B /0t. In urma inlocuirilor obtinem
. _OE, _OE ..
rotFE = ema—yz — eya—; = —¢&, ¢ sin(y — ct)
=&, 2 feos(y - o) = &, 2Bz = 98
=& g lcos(y —ct)] = —€&: = =——

Deci aceasta ecuatie Maxwel_} este satigfécuti.
Fie ecuatia Maxwell rotB = €yuo0F /0t. In urma inlocuirilor obtinem

0B,
0z

05,
9y

rotB =€, — &, =€, sin(y — ct)
= lé’ 2[cos( — ct)] = 5¢€ OB, _ € §—E:
—czat Yy —6262 ot —O”OBt

Deci aceastd ecuatie Maxwell este satisfacuta.
Fie ecuatia Maxwell divE = 0. In urma inlocuirilor obtinem

sinii = OBs , OB, | OE,

oz "oy Tz O

Deci aceasta ecuatie Maxwel_! este satisfacuta.

Fie ecuatia Maxwell divB = 0. In urma inlocuirilor obtinem

0B, 0B, 0B,
+ =2+

oz Jy 0z

divB = =0.

Deci aceasta ecuatie Maxwell este satisfacuta.

6.4. Campul electric al unei unde electromagnetice care se propaga in directia
Oy este
E(y,t) = Eycos(wt — ky)é, .

Sa se scrie expresia
1. campului magnetic al undei,
2. vectorului Poynting,

Sa se calculeze (Y).
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RR

1. B(y,t) = —Eo cos(wt — ky)ée; ,
2. ¥(y,1) = 2 cos?(wt — ky)é, ,

E2

6.5. Campul magnetic al unei unde electromagnetice care se propaga in directia
Oz este polarizat linear dupa Oy. Sa se scrie expresia

1. campului magnetic al undei,
2. campului electric al undei,
3. vectorului Poynting,

Sé se calculeze (Y).

RR
1. B(z,t) = Bycos(wt — kz)é, ,
2. E(z,t) = —cBycos(wt — k)€, ,

3. Y(z,t) = cﬂ—i‘zlcosz(wt — kz)é; ,

6.6. Campul magnetic al unei unde electromagnetice oscileaza in planul zOz iar
directia de propagare este Oy. Sa se scrie expresia

1. cdmpului magnetic al undei,
2. campului electric al undei,

3. vectorului Poynting,

3

1. B(y,t) = By cos(wt — ky)é; + B, cos(wt — ky + ¢)E, ,
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2. E(y, t) = —cBy cos(wt — ky + @)€; + ¢B, cos(wt — ky)e; ,

3. Y(y,t) = £ [BE cos®(wt — ky + ) + B} cos?(wt — ky)] &, .

6.7. Campul electric al unei unde electromagnetice care se propaga in vid este

dat de .
E(z,t) = E;cos(wt — kz)éz + E, cos(wt — kz)é€, .

Sa se scrie expresia
1. cAmpului magnetic al undei,

2. vectorului Poynting.

w B

1. B{z,3) = —Ecl cos(wt — kz)€; + Z= cos(wt — kz)é, ,

— 2 2
2. Yizt)= E"%COSQ(wt — k2)€, .

6.8. Campul electric al unei unde electromagnetice care se propaga in vid in

directia Oz este .
D(z,t) = Dy cos(wt — kz)é; .

Sa se scrie expresia
1. campului magnetic al undei,
2. vectorului Poynting.

S4 se calculeze (B?).

1. B(z,t) = ggcos(wt — k2)e, ,

2. Y(z,t) = %ﬁcosz(wt — k2)€, ,
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6.9. Campul magnetic al unei unde electromagnetice care se propaga in vid in
directia Oz este polarizat circular stinga. Sa se scrie expresia

1. campului magnetic al undei,
2. campului electric al undei,

3. vectorului Poynting,

w B

1. B(z,t) = Bycos(wt — kz)€; + Bysin(wt — kz)€, ,
2. E(z,t) = cBysin(wt — k2)é, — cBy cos(wt — k2)é, ,

3. Y(z,t) = = BJE, .
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Capitolul 7

Campul electromagnetic in medii
izotrope

Mediile izotrope au aceleasi proprietati fizice in orice directie. Dupa comportamentul
la aplicarea unui camp electric, aceste medii se impart in trei categorii: conductoare,
semiconductoare si izolatori (dielectrici). Substantele conductoare au o conductivitate
electricid foarte mare o, € [108,10%] Q~'m~! in timp ce izolatorii foarte mici o; €
[10-2,107'?) Q~'m~!. Conductivitatea semiconductorilor o, € [1078,10%] Q~'m™!
este cuprinsa intre cea a substantelor conductoare si cea a izolatorilor, crescind
puternic cu temperatura.

Substantele conductoare sunt metalele i majoritatea aliajelor lor (in care conductia
este realizata de electronii liberi) sau electrolitii (in care conductia este realizatd de
ionii pozitivi gi negativi existenti).

Deoarece in metale electronii de valenta ai atomilor sunt slab legati de atomi, ei
se pot deplasa liber. Metalele (corpuri solide cristaline) sunt constituite dintr-o retea
regulata de ioni pozitivi, in interiorul careia se migca dezordonat electronii liberi,
ce formeazd asa numitul gaz electronic. Electronii liberi interactioneaza cu ionii
pozitivi din nodurile retelei prin forte de naturd electrostaticid (legitura metalicd)
realizand stabilitatea retelei. Cand metalului i se aplica un camp electric electronii
liberi vor executa o migcare ordonata in directia cAmpului extern. Apare deci un
curent electric. Concentratia electronilor liberi (purtitori de sarcind mobili) fiind mare
(de ordinul 10%® m~3 la orice temperaturi) rezultd ci metalele sunt bune conducétoare
de electricitate la orice temperatura.

Ionii din nodurile retelei executd o miscare de vibratie In jurul pozitiilor lor
de echilibru. Cu cresterea temperaturii aceastd miscare devine din ce in ce mai
pronuntata, iar probabilitatea ca electronii liberi sa se ciocneasca cu ionii din nodurile
retelei cristaline cregte. Deci, rezistenta electrica a metalelor (determinata de frecventa
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ciocnirilor electronilor liberi cu ionii pozitivi din nodurile retelei) creste cu tempera-
tura. Prin urmare, conductibilitatea metalelor scade cu cregterea temperaturii.

Corpurile nemetalice sunt caracterizate prin aceea ca electronii de valenta sunt
legati de ioni, avind o misgcare localizatd in jurul unui atom sau in jurul a doi atomi.
Acestor substante le sunt specifice legatura ionica sau legatura covalenta.

Legdtura ionica se intalneste la corpurile alcatuite din doua tipuri de atomi, dintre
care unii pot pierde relativ ugor electronii lor de valentd iar ceilalti au tendinta de
a-gi atasa usor electroni suplimentari. Prin trecerea electronilor de valentd de la
primul tip de atomi la al doilea, apar perechi de ioni pozitivi gi negativi ce se atrag
puternic. Neexistand purtatori de sarcina liberi, aceste materiale sunt izolatoare pana
la temperaturi inalte la care prezintd conductivitate ionica.

Legitura covalentd se intdlnegte la corpurile solide alcituite dintr-un singur tip
de atomi, sau din atomi nu prea diferiti intre ei. In acest caz, cei doi electroni de
valentd, cate unul pentru fiecare atom, devin comuni atomilor. Acest tip de legaturd
se intalnegte la elementele din grupa a patra a sistemului periodic. La temperaturi
coborate electronii sunt retinuti in legaturile covalente. Lipsa purtatorilor de sarcind
liberi face ca la aceste temperaturi corpurile s se comporte ca medii izolatoare. La
temperaturi mai ridicate unii electroni de valentd primesc energia necesara pentru a
pdrasi legaturile covalente si a deveni liberi, intocmai ca electronii dintr-un metal.
Existand electroni liberi (numiti electroni de conductie), la aplicarea unui cdmp
electric, corpul va fi strabatut de un curent electric. Cu cat va fi mai mare tempera-

tura, cu atat va fi mai mare numarul electronilor de conductie, respectiv conductivi-
tatea electrica a corpului considerat. Aceste materiale se numesc semiconductoare.

Dielectricii (izolatorii) sunt substantele in care sarcinile electrice sunt legate. Ei
se prezintd sub toate formele de agregare. In izolatori, sarcinile electrice sunt legate
la nivelul atomilor (ce au configuratia electronicd a gazelor inerte), ale moleculelor
covalente (de tipul Hs, Oa, etc.) sau al moleculelor ionice (de tipul halogenuri). In
cazul dielectricilor atomici, momentul dipolar este zero, deoarece distributia de elec-
troni are simetrie sfericd pentru orice atom in starea fundamentald (cu energia cea mai
joasd), indiferent cati electroni contine. Un camp electric aplicat acestui dielectric va
deforma atomul. Atomul deformat va avea un moment dipolar nenul, deoarece centrul
sarcinilor electrice pozitive nu va mai coincide cu cel al sarcinii electrice negative.

In cazul moleculelor formate din doi atomi de acelasi fel (de exemplu O3) momentul
dipolar este nul. Sarcina electricd netd a moleculei este nuld 3, ¢; = 0 (X, qf =
—2; q; )- Centrele de sarcind se determind analog cu centrul de masd. Coordonatele
centrului sarcinilor electrice pozitive sunt

§+:Ei gzt n+=2i Gy C+=Zi ¢’z
PO i i g
127

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Similar cele ale centrului sarcinilor electrice negative sunt

i 4T - i G Y - i 4z

5_ = — ] 77 - — ) ==
2 G 20 G 2 G
Din cauza simetriei moleculei, in absenta caAmpului electric centrele sarcinilor electrice
b
pozitive si cele ale sarcinilor electrice negative coincid

=&, n=n", ¢=(".

Aceste molecule se numesc nepolare. In moleculele formate din atomi diferiti (de
exemplu CHj;) centrul sarcinilor electrice pozitive nu coincide cu cel al sarcinilor
electrice negative, momentul dipolar fiind deci, diferit de zero. Aceste molecule se
numesc polare.

7.1 Modelul oscilatorului armonic

Consideram un dielectric atomic asupra caruia se transmite un fascicul de radiatie
electromagnetica de pulsatie w. Modelul oscilatorului armonic presupune cé electronii
de valentd ai atomului se comporti ca nigte oscilatori sub actiunea fortei electrice eE,
(e sarcina electrici a electronului, iar E intensitatea campului electric) exercitata
de campul electromagnetic aplicat atomului. Deoarece electronii sunt legati, ei vor
executa o migcare oscilatorie amortizata fortatd. Consideram cazul in care campul
electromagnetic este polarizat linear de-a lungul axei Oz, deci electronul va executa
o oscilatie fortata sub actiunea fortei

F =e¢E = eEy e** . (7.1)
Ecuatia de miscare pentru electron este

d*z

dz
—_— i — 2 — —_—
m— muwpT — My — + F, (7.2)

unde wy este pulsatia proprie a electronului, m este masa sa. Termenul al doilea din
membrul drept reprezinta o fortd de amortizare. Substituind expresia lui F' in ecuatia
(7.2) obtinem ecuatia diferentiald neomogena

d’z dz , eEy .,

Cédutam o solutie particulara de forma
z(t) = 2 et . (7.4)
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Introducénd (7.4) in (7.3) obtinem

BEO
m(wi — w? + iyw)

Tog =

Prin urmare E/
eE/m
T=——p . (7.5)
wj — w* + 1w

Deci momentul dipolar, p = ez, indus atomului are expresia

e?E/m
p= /

= . 7.6
Wi —w? +iyw (7.8)

Notand cu N numairul de atomi din unitatea de volum, polarizatia P a dielectricului
este P = Np = Nez. Observim ci

% = Ne,, (7.7)
unde Ne reprezintd sarcina electricd legatd din unitatea de volum (din interiorul
dielectricului) luatd cu semn schimbat.

In cazul ales de noi (cAmpul electromagnetic polarizat linear de-a lungul axei Oz)
electronul executd o migcare unidimensionald, iar vectorul polarizatie este orientat
de-a lungul axei Oz, deci P(P,0,0). Prin urmare

-~ dP
div P =" | .
w is (7.8)
Din (7.7) si (7.8) rezultd ca
div P = Ne . (7.9)

In cazul dielectricilor izotropi, vectorul polarizatie P este paralel cu intensitatea
campului electric E aplicat
P = N¢oaE (7.10)

unde ¢, este permitivitatea dielectrica a vidului, iar « este polarizabilitatea atomica.
Substituind expresia (7.6) a in (7.10) gisim pentru polarizabilitatea atomici « expre-
sia

e’/ (meo)

o= . 7.11
wi — w? +iyw (7.11)

In cazul campurilor constante, adicd w = 0, expresia (7.11) devine

(7.12)
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7.2 Ecuatiile lui Maxwell intr-un mediu dielectric
izotrop

Pe un dielectric se poate adduga sau indeparta sarcina electricd prin electrizare.
Aceastd sarcini electricd se numegte adesea sarcina libera. Sarcinile electrice care
apartin atomilor sau moleculelor dielectricului se numesc adesea sarcini legate.
Aceste sarcini nu sunt mobile, dar contribuie la polarizarea dielectricului prin oscilatiile
in jurul pozitiilor lor de echilibru.
Sub actiunea unui camp electric E dielectricul este polarizat, densitatea de sarcina
electricid totala devenind
P = Plier + Plegat » (713)

unde Plegat = —div P (vezi sectiunea 1).
Ecuatia lui Maxwell div E = p/e€y devine in acest caz

= iber — ) ﬁ
div B = Piter W P (7.14)
€o
Prin urmare div(eg E+ 13) = Pliver = div D, de unde
D=eE+P=cE. (7.15)

In medii izotrope permitivitatea dielectricd ¢ a mediului este un scalar, deci cei doi
vectori E si D sunt paraleli.

Mirimea P /0t are dimensiunile unei densitéti de curent. Ea reprezintd densitatea
curentului (]‘,eyat) de sarcina electrica legata.

Densitatea de curent totala devine

;: j‘liber + .;legat ) (716)

unde ;- este densitatea curentului de sarcina libera.
Ecuatia lui Maxwell

—

— - OF
rot B = poj + €opro—7

ot ’
devine .
~ - oD
rot B = HoJtiber + ,UOE : (717)
Materialele dielectrice neavand proprietati magnetice (i, = 1) avem
B = }Loﬁ 5
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In cazul in care dielectricul nu este electrizat piper = 0 s1 ]‘ube,. = 0. Prin urmare

ecuatiile lui Maxwell se scriu in acest caz sub forma

. 0B

tE=——
TO 5%

= opP OE
TOtB:/l'oE'*'GoHoE,
div§=0,

~ div P

div E = — .
€o

Sau

0B
ot ’
1))
t H=""
TO at,
divB=0,

divD=0.

rot E = —

7.3 Ecuatia de propagare a undelor
electromagnetice in medii dielectrice

(7.18)

(7.19)
(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)
(7.25)

Considerdm cazul dielectricului neelectrizat (pgper = 0 §i Triber = 0). Aplicim opera-

torul rotor ecuatiei Maxwell (7.18), deci
rot (rot E) = _9 rot B
- ot '
Substituind (7.19) in (7.26) obtinem

” 0P 0*E
rot(rot E) = —Ho gy T €0Ho g -

Folosind formula
rot(rot @) = grad(diva) — Ad

cu @ = E si ecuatia Maxwell (7.21) obtinem ecuatia

oy E #2P 1 e
AFE — €oho 55~ Ho gy - " grad (divP) =0,
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ce reprezinta ecuatia de propagare a campului electromagnetic intr-un mediu dielectric
izotrop. .
Similar, putem scrie ecuatia diferentiala satisficuta de inductia magnetici (B)

’ B 98, 4
AB — €0ho 5 ~ uoé—t-(rot P)=0. (7.28)

Consideram cazul particular in care cAmpul electric E se propaga in directia axei
Oz si este polarizat linear in directia axei Oz

E, = E ei“t=%) (7.29)

Mediul fiind izotrop, vectorul polarizatie P are directia axei Oz si este proportional
cu E, deci in cazul ales de noi

P, = NegaE, | div P=0.

Ecuatia (7.27) devine
O’E, O’E, o*P,

02 Mg THge (7-30)
Substituind (7.29) in (7.30) obtinem
W
k= E(l + Na) . (7.31)
In cazul unui mediu nemagnetic (u, = 1) indicele de refractie este
k
B fm JE = (7.32)
v w
Din (7.31), (7.32) si (7.11) obtinem ca
N 2
w2 =14 e/ (me) (7.33)
wy — w* + 1yw
Deci indicele de refractie este un numar complex
n=n,—in; . (7.34)

Conform (7.33) indicele de refractie depinde de frecventa undei electromagnetice,
deci dielectricul se comportd ca un mediu dispersiv. Introducand (7.34) in (7.29)

putem scrie
E, = E, eiw(t—nz/c) = E, e—n;wz/c eiw(t——nrz/c) ) (735)
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Ecuatia (7.35) este ecuatia unei unde de amplitudine Ey exp(—n;wz/c) ce se propagi
cu viteza c/n,. Intensitatea undei in mediul dielectric este

I=FE, B =Jje ™9sle = [ g 2ke = [ g7P2 | (7.36)

unde 3 = 2n;k = 47n; /A este coeficientul de absorbtie.

Observam ci, intensitatea undei (intr-un mediu dielectric) depinde de lungimea
de unda )¢ a radiatiei in vid i de natura materialului prin n;.

Conform relatiei (7.36) unda este atenuatd la trecerea prin materialul dielectric.
Daci este indeplinita conditia #d < 1 unde d este grosimea materialului, acesta este
transparent pentru unda.

Permitivitatea relativd a mediului (¢, = n?) are expresia

Ne?/(me)

=1 : 7.37
& i wE —w? +iw (7.37)
Pentru w = wy relatia (7.37) devine
N 2
G=1——" . (7.38)
MeoWoY
7.4 Ecuatia de propagare a undelor
electromagnetice in medii conductoare
Ecuatiile lui Maxwell pentru medii conductoare sunt
)
tE=—"" 7.39
T0 5 ( )
S E
rot B = pj+ euaa—t , (7.40)
divB=0, (7.41)
divE=0, (7.42)

unde J reprezinti densitatea de curent corespunzitor sarcinilor electrice libere (elec-
troni sau ioni ce realizeazd conductia electricd).
Ecuatiile (7.39)-(7.42) se pot scrie si sub forma

. 0B
tF=—"_ 4
TO 5 (7.43)
1))
tH=7+—-= 44
T0 Jj+ T (7.44)
divB=0, (7.45)
divD=0. (7.46)
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In cazul mediilor conductoare este valabila legea Ohm
j=0kE. (7.47)

Aplicand operatorul rotor ecuatiei (7.39) si tindnd cont de ecuatia (7.40) obtinem

. 07 8’E
rot(rot E) = ~Ha ~EH gy - (7.48)
Dar . . .
rot(rot E) = grad(divE) — AE .
Folosind ecuatiile (7.42) si(7.47) obtinem ecuatia diferentiald
. OE  OE
AE — h g ~HO o = 0, (7.49)

ce reprezintd ecuatia de propagare a cAmpului electromagnetic intr-un mediu conduc-
tor izotrop.
Similar, putem scrie ecuatia diferentiald satisficutd de inductia magnetici (B)

o0’B OB

AB — g —HO 5 = 0. (7.50)

Consideram cazul particular in care campul electric £ se propaga in directia axei
Oz si este polarizat linear in directia axei Oz, deci

E, = E, e'wt=%2) | (7.51)
Introducéand (7.51) in (7.49) obtinem
k® = wpe — iwpo . (7.52)
Deci numarul de unda este un numar complex
k =k, —ik; . (7.53)
Introducand (7.53) in (7.51) putem scrie
E, = By e7** ¢ilt-kez) (7.54)
Intensitatea undei in mediul conductor este
I=Ilje 2 = [y e (7.55)

unde [ = 2k; este coeficientul de absorbtie.
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Se numesgte adancime de patrundere a undei in mediu, distanta d pentru care
intensitatea undei scade de e ori. Din (7.55) rezultd 56 = 2k;6 = 1, de unde

1

0= —. 7.56
o (7.56)
Tinand cont cd k = w/v = nw/c din (7.52) obtinem
2 . Pr 0
= €plbp — I— . 7.57
= ey — 122 (7.57)
Deci indicele de refractie n poate fi scris sub forma unui numar complex
n=n,—1in;. (7.58)
Pentru medii conductoare 1y =1, deci
n? =6 —i— . (7.59)
&)
La frecvente joase, deoarece o/(wep) > 1 putem scrie ca
n?= i = 2 i/ (7.60)
We€g WeEg
de unde
g —im /4 . g
== = {1 = i)yf—, 7.61
" weg ¢ ( 2) 2weg ( )
deci

, g

La frecvente inalte, deoarece 1 > o/(weg) avem
n =i, (7.63)

deci indicele de refractie n devine real.
Din (7.58) si (7.57) rezultd cd

i —a\ 1172
=3 (e gs)] e
—-1/2

o 1 o?
i=— |=|e& 24— : 7.65
"= 96 [2 (6 Ty e%aﬂ)] (7.65}

Viteza de propagare a undelor electromagnetice in metale este
1 ¢
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7.5 Reflexia si refractia luminii
Fie o unda luminoasé care cade pe o suprafata ce separda doua medii izotrope de indici
de refractie diferiti. La aceasta suprafata de separare au loc trei fenomene:

1. reflexia (unda reflectatd se intoarce in mediul din care a venit),

2. refractia (unda refractata strabate mediul al doilea si este transmisa, schimbandu-
si directia i viteza de propagare),

3. absorbtia (unda refractatd este de asemenea si atenuata).

Legile reflexiei, cunoscute inca din antichitate, arata ca:

1. raza incidentd RO, raza reflectatd OR’' si normala la suprafata de separatie N
se gasesc in acelagi plan, numit planul de incidenta (vezi Fig. 7.1),

2. unghiul de incidenta 7 este egal cu unghiul de reflexie 7'.

Dacéa mediul al doilea este mai dens decat primul, raza reflectata si cea incidenta
oscileazd in opozitie de fazi (A¢ = ).
Cand raza cade normal pe suprafata de separare (incidentd normald) atunci ¢ = 0.

Legile refractiei aratd ca in mediile izotrope:

1. raza incidentd RO, raza reflectatd OR’ si normala la suprafata de separatie NV
se gisesc in acelasi plan (vezi Fig. 7.2). Acest lucru nu se intdmpla in mediile
anizotrope (ale cdror proprietdti nu sunt aceleasi in orice directie),
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2. raportul intre viteza de propagare in primul mediu (v;) si cea in mediul al doilea
(v2) este constant si egal cu raportul sinusului unghiul de incidentd 7 si cel al
unghiului de refractie r

W BnE (7.67)
vy sinr

Aceasta relatie se deduce usor cu ajutorul principiului Huygens. Fie un fascicul

de raze paralele ab ce cade pe suprafata de separare PP’ a doud medii izotrope cu
indici de refractie diferiti. In momentul cand raza a atinge suprafata de separatie in
punctul A, frontul de unda este AB. Pana ce raza b ajunge si ea la suprafata de
separatie, raza a se propagd in mediul al doilea cu o vitezd mai micad decit in mediul
din care a venit, dacd ny > n,;. Fiecare distantd AA' 51 BB’ (cele doud distante sunt
parcurse in acelasi timp) este proportionald cu viteza luminii in mediul respectiv. Din
triunghiurile dreptunghice ABB' si B'AA’ avem

BB' = AB' -sini , AA' = AB' -sinr .

Impartindu-le obtinem , o
33 _h_ssmi_ (7.68)
AA" vy sinr
de unde sin: = nsinr. In relatia (7.68) n este indicele de refractie al mediului 2 in
raport cu mediul 1. Indicii de refractie variaza cu temperatura si cu lungimea de unda
a luminii utilizate.

In cazul incidentei normale, razele de lumind isi continud drumul nedeviate in
mediul al doilea, deoarece unghiul de incidenti (z) fiind zero si unghiul de refractie
(r) va fi zero.

Cand raza de lumind trece dintr-un mediu mai putin dens intr-unul mai dens,
atunci raza refractatd se va apropia de normald (r < 7). Dacd i = 7/2 (incidentd
razantd) unghiul 7 va avea o valoare maxima, numita unghi limitd, notat cu [:

sinl = L. (7.69)
N2
Cand raza de lumina trece dintr-un mediu mai dens intr-unul mai putin dens, pentru
ca raza sa poatd iegi, trebuie ca unghiul de incidenta sd fie mai mic decat unghiul
limitd (i < [). In acest caz raza refractatd se va departa de normald. Dacd unghiul
de incidentd este egal cu unghiul limitd (¢ = [), raza se propagd razant (de-a lungul
suprafetei de separatie).
Daca 7 > [, atunci razele din mediul mai dens se vor reflecta pe suprafata de
separatie, netrecand nici una in mediul mai putin dens. In acest caz, reflexia este
totala.
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7.6 Energia transportata de undele
electromagnetice

Inmultim scalar cu E si H urmitoarele ecuatii Maxwell

—

— OFE
tH = —
TO J+e€ ot
5 OH
tE=—p—
TO By
Scazand relatiile obtinute, rezulta
- — — — — - 2 H2
E-rotH—H-rotE=E-j+%<%—+H2—). (7.70)

Folosind formula div(@ x ©) = ¥ - rot @ — @ - rot ¥, primul membru din (7.70) devine
—diw(E x H = —div Y, unde Y este vectorul Poynting. Termenul al doilea din mem-
brul drept reprezintd densitatea de energie a cAmpului electromagnetic in unitatea de
timp. Integrand ecuatia (7.70) obtinem

AW _ dQ

= — 71

%:ﬁj-ds?ﬁ E-dl

reprezintd caldura degajata in unitatea de timp prin efect Joule in mediul respectiv,

unde

@S:/ div?dV:?Q Y.dS
1% S

reprezinta fluxul vectorului Poynting ce strabate suprafata inchisd S ce delimiteaza
volumul V, iar

_Wem __d [ (eE?  pHP\
dt dt Jv 2 2
este fluxul de energie electromagnetica ce iese in unitatea de timp prin suprafata S.
Relatia (7.71) reprezintd legea conservirii energiei cimpului electromagnetic.

Viteza cu care se propaga energia se numeste viteza de grup, definitd de

_dw

= (7.72)

Vg
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Viteza cu care se propaga unda se numeste viteza de faza

w
v = ‘E , (773)
de unde p
v
vg=vs+k Eki . (7.74)
Folosind relatia 0
s
dk = 2 dA
expresia (7.74) devine
dv
Vg =v5— A d—/\f ; (7.75)

Relatia (7.75) este cunoscutd sub denumirea de relatia Rayleigh.

Daca viteza de fazd nu depinde de frecventa undei sau de numarul de unda, cele
doud viteze sunt egale

Vg = Vf .

In acest caz mediul se numeste nedispersiv. Pentru vid exista relatia v, = vy = c.

Dacé viteza de fazd depinde de frecventa undei sau de numarul de unda, mediul
se numegte dispersiv.

Pentru un mediu de indice de refractie n = c¢/vy putem scrie

iy = (7.76)

- dn
n—+w dw

7.7 Aplicatii

7.1. O unda electromagnetica plana E = E, exp(E -F—wt) se propagd intr-un mediu
de permitivitate dielectrica €y si permeabilitate magnetica po, astfel incat densitatea
de curent este ; Sa se arate ca patratul numarului de unda este un numar complex.
De asemenea, sa se determine distanta ¢ dupa care campul se reduce de e ori.

R: Folosim ecuatiile lui Maxwell

. 0B
tE = 7.77
TO 5 (7.77)
. = O
rot B = uoj + Eouoa y (778)
divE =0, (7.79)
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si forma locald a legii lui Ohm . .
J=0k. (7.80)

Aplicand operatorul rotor ecuatiei (7.77) si tindnd cont ci

rot(rotE) = grad(divE) — AE = —AE |

& .+  OE O*E
& rotB = ﬂoaa‘ + Coﬂow 5
E .
?37 = —wk y
PE .
i
ot
Obtinem
[A + w?pg (eo + z%)] E=0. (7.81)

Din (7.81) rezultd ca mediul are permitivitatea complexa

€=eo+iv. (7.82)
w

Patratul numarului de unda este si el complex
k? = wleopo + twpoo (7.83)
Scriem numarului de unda complex sub forma
k=k+ia/2 (7.84)
Intensitatea campului electric are deci expresia
E = Ey expli(kl) - 7 — wt)] exp(—1; - 7 a/2)

unde 1 = k /k este versorul vectorului de unda k. Intensitatea undei electrice I E are

expresia L.
I =FE-E*=Iyexp(—1; -7 a),

unde [ = Eo . E;; . Deci unda electromagnetica data se atenueaza.
Ridicand relatia (7.84) la patrat si introducand-o in (7.83) obtinem

ak = wpeo ,

k? — o /4 = wieopp
de unde o® = 2w poleo + (€ + 0% /w?)'/?].
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Si consideram ci unda se propagd in directia Oz, adicd Ip = Iy exp(—az). Campul
se reduce de e ori dupa ce parcurge distanta

\/fouo % €+ 02 /w? .

7.2. Intr-un supraconductor, expresia legii Ohm este inlocuitd cu expresia
rot Aj = —B, unde A = m/(ne?), n fiind densitatea de electroni. Cu ajutorul
ecuatiilor Maxwell sa se determine ecuatia diferentiald pe care o satisface B.

R: Consideram ecuagia Maxwell
rot B = 1 ) + € Ho—=
0J 0 Ot .

Aplicand operatorul rotor acestei ecuatii si tinand cont ca

rot(rotB) = grad(divB) — AB = —AB ,

0B
tE = ———
TO 5
- 1 -
tj=——B.
rot) A
Obtinem ecuatia diferentiala pe care o satisface B:
— Ho = 1 625
AB = — — . )
B A B+ 2 3 (7.85)

AB=R§G. (7.86)

Daca supraconductorul umple semispatiul z > 0 ecuatia diferentiald (7.86) devine

dZB . Ho

Ea admite solutia B = By exp(—z/)), unde A = (A/uo)"/? .
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Capitolul 8

Campul electromagnetic in medii
anizotrope

Mediile anizotrope nu au aceleagi proprietati fizice in toate directiile. In aceste medii
parametrii elastici si electrici sunt marimi tensoriale.

8.1 Structura undei electromagnetice

Considerdm un mediu anizotrop fara sarcini electrice libere (p = 0), fird curenti
electrici (j = 0) si in care permeabilitatea ma.gnetlca 1 este un scalar (vectorn inductie
magnetica B si intensitatea campului magnetic H sunt paraleli (B | H ). Ecuatiile
lui Maxwell se scriu in acest caz

— OH
F=—yu—- 1
rot B =—p"s- (8.1)

. 8D
H=— 2
rot 5 (8.2)
divD=0, (8.3)

div H=0.

Deoarece permitivitatea dielectricd e este un tensor pentru care €, # €, # €,, ecuatia
div D = 0 (D = ¢E) nu se mai poate scrie div E = 0, ca in cazul mediilor izotrope.

Consideram de asemenea, cd in mediul anizotrop se propaga o unda plana monocro-
maticd de pulsatie w:

E = E, eiwt-F (8.5)

H = H, -k (8.6)

D = Dy ettt , (8.7)
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unde z'i = —1, 7 este vectorul de pozitie al punctului in care a ajuns unda la momentul
t, iar k este vectorul de undi de modul k¥ = w/v cu v viteza de fazd. Din ecuatiile
(8.3), (8.4), (8.6) si (8.7) rezultd ci

D=0, (8.8)
"H=0. (8.9)

Deci, vectorul k este perpendicular pe vectorii D si H (vectorii D si H sunt transver-
sali). Se observd ci F nu este perpendicular pe vectorul de unda, adicd nu este
continut in planul undei. Introducand (8.5) si (8.6) in (8.1) obtinem

kxE=uwH . (8.10)

Din (8.6), (8.7) si (8.2) rezultd

— —

kx H=-wD. (8.11)

Conform ecuatiilor (8. 10) si (8. 11) vectorul H este perpendicular pe vectorii D, E si
k deci cei trei vectori D E si k sunt coplanari.

Eliminim vectorul H intre cele doui ecuatii (8.10) si (8.11), rezult pentru vectorul
inductie electrica expresia .

o kx (Exk). (8.12)

D=

Tinand cont de relatia

ecuatia (8.12) devine

Daci directia de propagare este paraleli cu axa Oz (k/k = €,) avem
E E
D,==-%, D,=-%

= D,=0.

pv?’

Notam cu X versorul directiei vectorului Poynting Y = E x H. Deoarece X este
perpendicular pe E si H, va fi coplanar cu vectorii D, E si k (vezi Fig. 8.1). Directia
vectorului de undi £ se numeste directia undei, iar cea a lui X% se numeste directia
razei, ce reprezintad directia de transmitere a energiei electromagnetice.
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Figura 8.1:

8.2 Relatia intre D si E

In mediile anizotrope vectorul inductie electrica D nu are aceeasi directie cu vectorul

intensitatea E campului electric B .
D = [¢|E (8.13)

unde [¢] este tensorul permitivitate electricd. Relatia (8.13) se poate scrie matricial

DI C:EI ezy EIZ EZ
Dy | =] €y €y €y E,
Dz fzz ezy ezz EZ

unde D, D, si D, sunt componentele vectorului D pe axele de coordonate, E,, E, si
E, sunt componentele vectorului £ pe axele de coordonate. Matricea

€zz €zy €zz
€yz Eyy €yz
€z €zy €2z

se numeste matricea tensorului permitivitate electrica. Elementele acestei ma-
trici satisfac relatiile

€y = €yz €z = €2z €yz = €2y -

Se poate alege un sistem de axe de coordonate astfel incét €,y = €,, = €,; = 0, deci

D, ez 0 0 E,
D, [=] 0 ¢ 0 E, (8.14)
D, 0 0 e E,
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Aceste axe de coordonate sunt axele cristalografice ale cristalului. Ele se numesc
axe principale. Constantele dielectrice ¢, €, §i €, se numesc constante dielectrice
principale. Relatia (8.14) se poate scrie

D, =¢,E,, Dy =¢E,, D, =¢,E, . (8.15)

Daca campul electric E este polarizat linear, de exemplu dupé axa Oz, atunci E, =0
si E, = 0. Prin urmare D, = ¢, E, , D, = D, =0, deci vectorii D si E sunt paraleli.

In concluzie, cand vectorul intensitatea cimpului electric, E, este orientat de-a
lungul uneia din axele principale, atunci vectorul inductie electrica, 13, este paralel cu
E. In toate celelalte cazuri, D are o directie diferita de cea a lui E.

8.3 Ecuatia lui Fresnel

Se aplicd operatorul rotor asupra ecuatiei Maxwell (8.1). Folosind ecuatia (8.2)
obtinem
. - 82D

t(rot E) = —p—— .
rot(rot E) h
Folosind identitatea rot(rot E) = grad(div E) — AE avem

) =
AFE — grad(div E) = ,uo%?— . (8.16)

Relatia (8.16) este valabild pentru medii anizotrope fard proprietati magnetice (u =
o). Considerdm cazul in care prin mediul anizotrop se propagd o unda electromag-
neticd dupd directia k. Vectorii E si D au expresiile
E = Ey expli(wt — k- 7)), (8.17)
D = Dy expli(wt — k - 7)) . (8.18)

Se proiecteazi ecuatia (8.16) pe axele de coordonate. Proiectia pe axa Oz este

L,  O°F; O, 0 <6Ez oE, aEz) 9°D,

o2 T o2 02 oz\oz oy " 0z) Mor

Tinand cont de relatiile (8.17) si (8.18) obtinem

E =3 k
E - = E ‘_I = 2D .
z ( L ) i MU Uy
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Proiectiile pe axele Oy si Oz vor avea expresii analoage. Notadm cu

ks Ky _k,
a_?7 ﬁ_?y 7_k7

parametrii numiti coginugii directori ai versorului (k/k) vectorului de undi. In final
se obtin ecuatiile

uszz=Ez—a(£-E) ,

ko
,uv2Dy=Ey—[3(E-E) ,

p’D, = E, — (’kﬁ - E) , (8.19)
sauuvzﬁzﬁ—g(g-ﬁ) .
Utilizand relatiile (8.15), gsim urmatoarele relatii intre componentele vectorilor
Dsi E )
E. 7 E. g E. 7
a(} - E) o p(;-E) B 7(; - E)

G Ee) I R (v Be) I R (% ey

unde v} = 1/(ue,), v = 1/(ue,) si v2 = 1/(ue,) sunt vitezele principale ale undelor
plane ce se propaga de-a lungul axelor principale. Vitezele principale sunt parametri
ai mediului.

D, =

b}

Tinand cont de faptul ci vectorul D este transversal (k - D = 0 sau % D =
aD,; + D, +vD, = 0) avem
2 2 2
« L P, Ty, (8.20)

Z . 32 2 _ 32 2 o2
=0 a=vt y-w

ecuatie ce poartd numele de ecuatia Fresnel. Ea permite calcularea vitezei de faza
v in functie de parametrii mediului (vitezele principale) si cosinusii directori (o, 3,
7)-
Daca directia de propagare coincide cu una din axele principale, atunci doi dintre
cosinugii directori sunt nuli, iar viteza de fazd este egald cu viteza principald cores-
punzitoare.
Ecuatia Fresnel fiind de ordinul al doilea in v, pentru fiecare directie de propagare
existd doud viteze distincte v’ §i v”. Fiecdrei viteze i corespunde un ansamblu D,, D,
si D,, adica o orientare datd a vectorului D, deci si un plan de polarizare. Deoarece
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o ve

Figura 8.2:

sunt posibile ambele sensuri de propagare, pentru fiecare directie de propagare exista
vitezele +v' i +v".

Existd doud directii pentru care cele doud viteze v’ si v” se confundd. Aceste
directii poartd numele de axe optice ale mediului anizotrop considerat. Ele sunt
dispuse simetric in raport cu axe principale. Mediile in care exista doud axe optice se
numesc medii biaxe.

In cazul in care simetria mediului este atat de inaltd incat doua dintre constantele
dielectrice sunt egale, cele doud axe optice se confunda intre ele si cu axa principala.
Aceste medii se numesc uniaxe.

Utilizand relatia de definitie a indicelui de refractie (n = ¢/v) ecuatia Fresnel poate
fi scrisa si cu ajutorul indicilor de refractie

2 2 2 2 2,2
nio nyﬁ ngy
2 2

=0. (8.21)

—n2 — 2 2 2
n®—nz; n°-mny; n°-—n;

8.4 Refractia luminii in medii anizotrope

O raza de lumind ce patrunde intr-un mediu anizotrop se desparte in doua raze, chiar
si in cazul incidentei normale. Cele doua raze refractate se propaga in doua directii
diferite cu viteze diferite. Deci, raza incidenta este dublu refractatd, iar fenomenul se
numegste birefringenta sau dubla refractie.

S& consideram incidenta normald (vezi Fig. 8.2). Raza o ce trece nedeviatd (res-
pectd legea refractiei) comportandu-se ca intr-un mediu izotrop se numeste raza
ordinara. Cealaltd raza e care este deviatd chiar si in cazul incidentei normale,
netinind seama de legea refractiei, se numeste raza extraordinara. Comportarea
diferitd a celor doud raze arati cé ele au indici de refractie diferiti (n, respectiv ne).
Directia dupa care raza incidentd nu mai este dublu refractatd se numesgte ax optic.
Pe aceastd directie indicele de refractie n, al razei ordinare este egal cu indicele de
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9,4

refractie n, al razei extraordinare. Planul ce contine axul optic §i normala poarta
numele de sectiune principala.

Ezperimental s-a constatat cd cele doud raze emergente (raza ordinard §i raza
extraordinara) dintr-un cristal birefringent sunt total polarizate. In raza ordinard
vectorul electric oscileaza perpendicular pe planul secfiunii principale, in timp ce in
raza extraordinara el oscileaza in planul sectiunii principale.

Indicele de refractie al razei ordinare in cristalele uniaxe nu depinde de directia din
cristal. Intr-o reprezentare polara se obtine o sfera a carei raza este egala cu valoarea
indicelui de refractie n, (vezi Fig. 8.3).

Indicele de refractie al razei extraordinare depinde de directia din cristal. Intr-o
reprezentare polard se obtine un elipsoid de rotatie ce este tangent in doua puncte cu
sfera de razd n, (vezi Fig. 8.4). Aceste doud puncte sunt situate pe axul optic. Sunt
posibile doua cazuri, reprezentate in Fig. 8.5.

1. n, > n. Elipsoidul este inscris in sfera.
2. n, < ne Sfera este inscrisa in elipsoid.

Valoarea maxima a diferntei dintre cei doi indici de refractie masurati pe o directie
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Figura 8.5:

perpendiculard pe axa optica poarta numele de birefringenta cristalului
b=1ne—n,. (8.22)

In primul caz n, > n. cristalele se numesc negative, iar in cel de-al doilea caz n, < n.
se numesc cristale pozitive.

8.5 Legea Malus

Fenomenul de birefringenta poate fi folosit pentru obtinerea luminii polarizate. Una
din cele doud stiri de polarizare (cea a undei ordinare i cea a undei extraordinare)
poate fi selectata prin:

[

1. suprimarea uneia din ele,
2. separarea celor doua fascicule,
3. absorbtia selectivd a uneia dintre ele (dicroism).

Dispozitivele cu ajutorul carora se obtine lumina polarizata se numesc polarizori,
iar cele cu care se analizeaza starea de polarizare se numesc analizori. Acelasi dis-
pozitiv poate fi utilizat atat ca polarizor cat si ca analizor. Un astfel de dispozitiv este
si filmul polaroid ce este constituit dint-un material plastic transparent in care sunt
inglobate cristale de iodosulfat de chinind, orientate in aceeasi directie. Acest mediu
anizotrop uniax prezinta dicroism linear in tot domeniul vizibil. Filmul polaroid lasa
s treacd numai raza extraordinara (polarizatd paralel cu axa sa optica).
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Figura 8.6:

Consideram o radiatie linear polarizata, obtinutad cu ajutorul unui polarizor cu axa
opticd (P), vezi Fig. 8.6. Aceastd radiatie cade pe un analizor ce are axa optici (A).
El lasa sd treaca doar lumina polarizatad dupa directia (A), avand vectorul electric

Ey=Fcosa.
Intensitatea undei, dupa analizor este
Iy =E% =FE?cos’a = Ijcos’a .

Expresia I4 = Iycos? a poartd numele de legea Malus.

Dacd a = 0°, adica EA este paralel cu E atunci intensitatea luminii dupa analizor
este maxima I4 = I.

Daca o = 90°, adica E 4 este perpendicular pe E , atunci intensitatea luminii dupa
analizor este minima /4 = 0 (extinctie).

In concluzie intensitate luminii transmise de un analizor este maximé sau nula
dupa cum radiatia ce cade pe analizor este polarizatd paralel, respectiv perpendicular
in raport cu axa optica a analizorului.
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Capitolul 9

Suprapunerea undelor
electromagnetice

9.1 Suprapunerea a doua unde electromagnetice
de frecvente diferite

Fie dous unde plane de pulsatii w; si w,, ce se propagd in directia z intr-un mediu
omogen gi izotrop. Consideram de asemenea, cazul in care elongatiile cAimpului electric
al celor doua unde plane sunt

El = E{) ei(wlt—klzl) y (91)
EQ = Eo 6i(w2t_k“2) @ (92)

Fie P un punct din spatiu in care ajung cele douad unde electrice E, si B, la un
moment dat. Campul electric rezultant in punctul P va fi

E=E +E,.
Introducand notatiile
Wi + Wwo k1+k2 21+ 29
=, k = 3 2 = 5
2 2 2

szwl—wg, Ak:kl—kg, AZ:ZI—ZQ,

si folosind relatia 2 cos @ = €' 4+ e~* putem scrie
Aw-t—z-Dk—k-Az
5 )

Ecuatia (9.3) reprezinta o unda plani de frecventa w ce se propagd in directia z avand
amplitudinea variabila

E — QEO ei(wt—kz—Ak-Az/d) cos (93)

Aw-t—2z-Ak—k-Az

£= .‘ZEO CoS 5

151

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Intensitatea undei electromagnetice este o marime proportionald cu densitatea w de
energie (w = €E?). Deci, intensitatea undei rezultante (9.3) este

s Aw-t—z-Ak—k- Az

I =E-E*=4E2 cos 5 (9.4)
Tinand cont de relatia 2 cos® @ = 1 + cos 2a, expresia (9.4) devine
I =2E}+2Ejcos(Aw -t —z- Ak — k- Az) . (9.5)

Primul termen in (9.5) se poate scrie 2E2 = I, + I, iar E? din al doilea ca /I, 1 .
Deci ecuatia (9.5) devine

I=Il+.[2+2 11[2COS(AUJt—ZAk—kAZ) (96)

Suprapunerea undelor electromagnetice prezinta interes cand

1. defazajul A¢p = Aw -t — 2z - Ak — k - Az este datorat diferentei de drum Az
(defazaj spatial),

2. defazajul A¢ este datorat diferentei constante intre frecventele undelor ce se
suprapun (defazaj temporal).

Si considerim cazul al doilea pentru Az = 0. Atunci defazajul devine A¢ =
Aw -t — z - Ak. Intensitatea undei rezultante este maxima daca A¢ = 2mm, m fiind
un intreg, deci

Aw-t—z-Ak=2mm . (9.7)
Derivand in raport cu timpul relatia (9.7) obtinem
dz Aw
'(E —_— A_k . (9'8)

Relatia (9.8) ne da expresia vitezei de grup v, = dz/dt, care reprezinta viteza de
deplasare a maximului amplitudinii, deci gi al densitatii de energie.

9.2 Interferenta

Fenomenul de interferentd constd in suprapunerea a doua sau mai multe unde de
aceeasi lungime de unda .

Consideram suprapunerea a doua unde monocromatice a caror diferenta de faza
ramane constantd in timp A¢ = ¢t (unde coerente). Elongatiile cimpului electric
al celor doua unde sunt

El = EOI ei(wt_i.ﬂ+¢01) ; (99)
B, = By eter-Frriom) (9.10)
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unde 7] si 7> sunt distantele de la sursele celor doud unde la punctul P in care se
produce interferenta lor. Cimpul rezultant va fi

E = By + By = ! [Ey 0 F) 4 By, e00k7)]
Intensitatea undei rezultante este
I = E . E“ = Egl + Eg;,, + 2501 . Eoz COS [E (’Fg — T_"l) + ¢01 — ¢02] . (9.11)

Consideram cazul particular in care cele doud cidmpuri sunt polarizate linear dupa
aceeasi directie. Deci, putem scrie ca

I =1+ I+ 2\/I,I,cos(A7 - k + Ag) . (9.12)

Dacé cele doud unde oscileazi in fazd (A¢ = 0), intensitatea undei rezultante este
maximi (interferentd constructivd) dacd A7 - k= 2mmycu m un numdr intreg.
Ea este minimi (interferent distructivi) daci A7k = (2m + 1)7.

Daci cele doud unde oscileazi in opozitie de fazi (A¢ = ), intensitatea undei
rezultante este maximi daci A7 k = (2m + 1)7 si minimi daci A7k = 2mm, cu m
un numar intreg.

Cand diferenta de faza dintre cele doua unde nu este constanta in timp, se eva-
lueazi o intensitate medie. In cazul undelor electromagnetice polarizate linear dupi
aceeasi directie avem

I=Il+_[2+2\/1112")’12(t) : (913)

unde

1 r7 5
Y2(t) = ;/0 cos(A7- K + Ag) dt |

se numeste grad de coerenta. In acest caz interferenta este nestationara.

9.3 Interferenta a doua unde plane

Fie doud unde plane monocromatice de pulsatie w ce se propaga in aceeasi directie,
de exemplu, axa Oz a unui sistem de coordonate. Campul electric al celor doua unde
este descris de ecuatiile

E, = Ey, ei@t-katdo) (9.14)
E; = Ej, eilvt-kartéo) (9.15)

Consideram cazul in care diferenta de fazd a celor doud unde ramane constantd in
timp.
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Intensitatea undei rezultante este
I=1+ I+ 2y I,cos acos [k(za — 21) + ¢o1 — Po2] , (9.16)

unde I, = Egl, I, = E§2, E—"m . Eog = /I1I;cosa cu a unghiul dintre planele de
oscilatie ale celor doud unde. S3 consideram doua cazuri particulare

1. unde polarizate linear dupa aceeasi directie,
2. unde polarizate linear dupa directii ortogonale.

In primul caz (al undelor polarizate linear dupd aceeasi directie) a = 0°. Deci,

I=1 .+ I + 2y/11 I cos(kAz + Ag) .

Dacé cele doud unde oscileazd in fazi (A¢ = 0) interferenta este constructivd
pentru k - Az = 2mm, este distructivd pentru k- Az = (2m + 1)7 si nu are loc pentru
k- Az = (2m + 1)7/2, unde m este un numdr intreg.

Daci cele doud unde care interfera oscileaza in opozitie de fazd (A¢ = 7)intensitatea
undei rezultante

I =1 +1I,—2y/II;cos(kAz) ,

este maximi pentru k - Az = (2m + 1)7, este minima pentru k - Az = 2m7 si este
constantd pentru k- Az = (2m + 1)7/2 (interferenta nu se produce) cu m un numér
intreg.

Daci cele doud unde oscileazd in cvadraturd (A¢ = 7/2) intensitatea undei rezul-
tante

I = Il + 12 + 2\/1112 sm(kAz) y

este maxima pentru k- Az = (4m + 1)7/2, este minima pentru k- Az = (4dm — 1)7/2
si este constantd pentru k- Az = mm cu m un numar intreg.

In cel de-al doilea caz, cind cele doud unde care interfera sunt polarizate linear
dupd directii perpendiculare, interferenta nu are loc deoarece a = 7/2 (cos7/2 = 0).

9.4 Interferenta luminii

]‘;m'mcau’
Pentru obtinerea a doud sau mai multe undefcoerente se separa spatial, printr-un
procedeu oarecare, dintr-un fascicul de lumind monocromatica doud sau mai multe
fascicule care ulterior se vor suprapune. Experimental se utilizeazd doud metode

pentru obtinerea undelor coerente:

1. divizarea frontului de unda al undei ce provine de la o sursa primara,
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2. divizarea amplitudinii undei primare.

Divizarea frontului de undi se poate realiza cu dispozitivul Young, oglinda Lloyd,
oglinzile Fresnel, bilentilele Billet sau biprisma Fresnel. Divizarea amplitudinii undei
primare se poate realiza cu lama cu fete plan paralele, pana optica, etc. La interferenta
luminii se obtin o serie de benzi luminoase si intunecate ce alterneaza, numite franje
ce reprezintd maxime §i respectiv minime de interferenta.

9.4.1 Dispozitivul Young

Fantele S) si S2 (vezi Fig. 9.1) reprezintd doud surse secundare. Ele apartin aceluiasi
front de undéi, deci sunt coerente. Undele provenind de la cele doua surse secundare
interferd, rezultdnd pe ecranul F situat la distanta D, o figurd de interferentd (o
alternare de franje luminoase §i intunecate). Franjele sunt rectilinii si paralele intre
ele. Deoarece franjele se obtin pentru diferite pozitii ale ecranului, aceste franje sunt
nelocalizate.

Conform Fig. 9.1 avem

sinaza, tga=5.
Deoarece D > d rezultd ca sina ~ tg «, deci diferenta de drum ¢ intre cele doui
unde secundare este

unde d este distanta dintre cele doua fante ale dispozitivului. Daca lumina se propaga
intr-un mediu transparent de indice de refractie n, atunci drumul optic este dat de
produsul dintre indice de refractie al mediului §i drumul geometric. In punctul M
se obtine un maxim de interferenta cand diferenta de drum este egald cu un numar
par de semilungimi de unda, deci
Ty =M AD . (9.18)
d
In punctul O este situat maximul central. Distanta dintre doud maxime sau doua
minime, consecutive se numeste interfranja si se noteaza cu i:

AD

; 9.19)

i:Im+1_$m:

Conform relatiei (9.19), interfranja este o constantd (nu depinde de m). Rezulti ci
franjele sunt echidistante pe ecranul E. Relatia (9.19) poate servi la determinarea
lungimii de unda.
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Figura 9.1:

Dacd in fata uneia din fante (de exemplu S;) se introduce o lama cu fete plan
paralele construitd dintr-un material transparent de indice de refractie n, diferenta de
drum optic este

A=SM-(SSM—-e+ne)=6—(n—1)e,

unde § = S, M — S| M este diferenta de drum optic inainte de introducerea lamei.
Maximul central corespunde conditiei A = 0, de unde pozitia maximului central (fata

de punctul O) este
zo =e(n — 1)2
0= ik

Deci, sistemul de franje se deplaseaza in sensul fantei acoperite de lama.

9.4.2 Lama cu fete plan paralele

Fie d grosimea lamei (vezi Fig. 9.2) si n indicele de refractie al materialului transparent
din care este construitd lama. Din Fig. 9.2 avem

d

AC=2tgr, AD = 2dtg rsint , AB = :
CosT

Ca si in cazul reflexiei undelor mecanice pe un mediu mai dens, unda incidenta si
unda reflectatd sunt in opozitie de faza, intre ele aparand o diferenta de drum egald
cu A/2. Tinand cont de legea refractiei sin: = nsinr diferenta de drum optic

§ = n(AB + BC) — (AD — \/2)
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Figura 9.2:

are expresia = 2ndcosT+A/2 . In cazul incidentei normale (¢ = 0 gi r = 0) diferenta
de drum optic devine

§ =2nd + % : (9.20)

Cele doua raze paralele 2 si 3 sunt coerente deoarece provin de la aceeasi sursi
primara. Daca sunt stranse cu o lentila convergenta ele vor interfera. Franjele obtinute
prin interferenta razelor paralele sunt localizate la infinit.

9.5 Aplicatii

9.1. Se considerda un dispozitiv Young. In fata fantei S; se aseazad o lama de sticla
(n=1,5) cu grosimea e = 0,01 mm (vezi Fig. 9.3). Gisiti noua pozitie a maximului
central dacda d =40 cm §1 D = 2,5 m.

R: Introducerea lamei de sticld in dreptul fantei S; duce la o crestere cu (n — 1)e
a drumului optic parcurs de raza S; M. Diferenta de drum dintre razele de lumini
care interfera pe ecran in punctul M va fi

A=SM-[SSM+en—-1)]=d-en-1),

unde -
6=SQM—'51M=5
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3.4

9.3
p Jh
P ’M——ji S ‘
) Ml 5 X
s e Xo N ¢
/ | | \S&S/ M' lrxo
5, 3
. |
TR d | b
Deci -
A= D e(n—1). (9.21)

Maximul central se obtine pe ecran in punctul M’ corespunzitor lui A = 0, prin

urmare
De(n — 1)

a
In urma inlocuirilor numerice se obtine zq = 7,7 mm. Intrequl sistem de franje se
deplaseaza cu xy in sensul fantei acoperite de lamd.
9.2. Se considerda un dispozitiv Young. Se deplaseaza sursa S pe o directie
paraleld cu ecranul, in sus cu y = 1 cm (vezi Fig. 9.4). Calculati deplasarea maximului
central pentru d =20 cm i D =1 m.

Ty = (9.22)

R: Deplasarea sursei S introduce o diferenta de drum si inaintea paravanului P.
Diferenta de drum intre undele ce interfera pe ecran in punctul M va fi

A = (583 4 SaM) — (88 4 5. M) = 8§53 — 55; + 5M =S, M = %+%.
Maximul central se obtine pe ecran in punctul M’ corespunzitor lui A = 0, prin

urmare

ary  ay
D4
de unde
Ty = —% . (923)
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Figura 9.4
In urma inlocuirilor numerice se obtine zo = —5 cm. Intregul sistem de franje se

deplaseaza cu xy in sens contrar sensului de deplasare al sursei S.

9.3.  Fantele unui dispozitiv Young, distantate cu d = 1 mm sunt iluminate
cu un fascicul de lumind bicromaticd,de lungimi de undd A = 0,5 pm si \'. S& se
determine lungimea de undd )’ ce produce o neclaritate in figura de interferentd a
radiatiei de lungime de unda A intre maximele de ordine 9 si 10.

R: Neclaritatea in figura de interferenta a radiatiei de lungime de unda A intre
maximele de ordine 9 si 10, se produce cand maximul de ordin 9 al radiatiei de lungime
de unda ) coincide cu minimul de ordin 9 al radiatiei de lungime de unda A

D ., D A
unde m = 9. Prin urmare
, (2m+1)A
A= —
2m

In urma inlocuirilor numerice se obtine \' = 0,528 pm.

9.4. Intr-o experienta de interferentd cu ajutorul oglinzilor Lloyd o undi lu-
minoasa provenind direct de la sursa S interfera cu unda reflectatd de oglinda O.
Franjele de interferenta sunt observate pe ecranul E aflat la distanta D = 1 m de
sursd. Interfranja are valoarea ¢ = 0,25 mm pentru o anumitd pozitie a sursei. Daci
sursa S este indepartata de planul oglinzii cu Ah = 0,6 mm interfranja se micsoreaza
cu = 1,5 ori. Determinati lungimea de unda a radiatiei luminoase.

R: Fie S’ imaginea virtuald a sursei S datd de oglinda O (vezi Fig. 9.5). S si
S’ pot fi considerate surse coerente care dau imaginea de interferentd pe ecranul E.
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Deoarece reflexia undei luminoase pe oglindé se face cu pierdere de A\/2, diferenta de
drum dintre razele ce interfera in punctul P va fi

A A
— ! = _—— = — —
A=SP-SP 2—6 5

unde § = % = 222 De unde

Interfranja va avea valoarea
. DA

1= —.
2h

Dupa indepartarea sursei valoarea interfranjei devine

. DA\ 1
~2(h+AR)

Deci
_ 2iAh
D(n-1)
In urma inlocuirilor numerice se obtine A = 0,6 pm.

9.5. Determinati grosimea minima a unei pelicule cu indicele de refractie 1,33
astfel incat radiatia cu A\; = 0,64 pm sa prezinte un maxim de interferenta in urma
reflexiei, iar radiatia cu Ay = 0,4 pm sd prezinte un minim de interferenta. Unghiul
de incidenta este 1 = 30°.

R: Diferenta de drum intre radiatiile care interfera este
A
0 = 2ndcosr + 5
Dar cos7 = V1 —sin?r = (1/n)Vn? — sin®4, deci

§ = 2d\/n? — sin?i + g .

Din conditia de maxim § = 2K \/2 obtinem
A 2K -1

R ——— 9.25
4 V/n? —sin®i (9-25)
Din conditia de minim § = (2K + 1)A/2 obtinem
A 2K
d=22 (9.26)

- 4 Vn? —sin?i
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In relatiile (9.25) si (9.26) numadrul intreg K ia valorile 1, 2, 3... Dand valori lui K
obtinem

MAX d=0,1298 pm; 0,3894 um; 0,649 um ...
MIN d=0,1622 ym; 0,3244 pm; 0,4866 pm; 0,649 pm. ..

Deci grosimea minim4 a peliculei va fi d = 0,649 x m.
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Capitolul 10
Difractia luminii

Difractia luminii consta in devierea de la directia de propagare atunci cand lumina
intalnegte un obstacol sau fante (una sau mai multe) de dimensiuni de acelasi ordin
de marime cu lungimea de undd a radiatiei luminoase. Acest fenomen este pus in
evidentd pentru toata gama radiatiilor electromagnetice gi pentru obstacole sau fante
de forme diferite.

Explicarea acestui fenomen se face cu ajutorul principiului Huygens-Fresnel, potrivit
caruia perturbatia produsa de o sursa de lumina S, intr-un punct de observatie
P, aflat in exteriorul unei suprafete ¥ ce contine sursa S, este rezultatul
suprapunerii in P a contributiilor datorate unei distributii continue de
surse secundare, coerente gi punctiforme, distribuite pe suprafata . Daca
suprafata ¥ coincide cu o suprafatd de undd, atunci undele secundare vor avea aceeasi
faza initiala.

In continuare ne vom referi la difractia pe fante (orificii, deschideri). Dupa pozitia
relativd a sursei §i a paravanului (pe care se observa figura de difractie) fata de fanta,
fenomenul de difractie poate fi clasificat astfel:

1. difractia Fraunhofer, cand atat sursa cat si punctul de observatie sunt la distante
foarte mari de orificiul ce produce fenomenul,

2. difractia Fresnel, cand fie sursa, fie punctul de observatie, fie ambele sunt la
distante finite de orificiul ce produce fenomenul.
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Figura 10.1:

10.1 Difractia Fraunhofer

10.1.1 Difractia pe o fanta

Considerdm o fanti dreptunghiulard de ldtime b i lungime ! (I > b) pe care cade nor-
mal un fascicul paralel, de lumind monocromatica de pulsatie w. Conform principiului
Huygens-Fresnel suprafata fantei poate fi reprezentata printr-o distributie continua de
surse secundare. Undele emise de aceste surse secundare interfera in zona aflatd in
spatele fantei, producind astfel fenomenul de difractie.

Fie a unghiul sub care se difractd lumina pe fanta. Considerdm un element in-
finitezimal dz situat la distanta z de capidtul A al fantei (vezi Fig. 10.1). Undele
emise de aceasta sursa secundara sunt defazate fata de cele emise de sursa secundara

plasatd in A cu
™

Adtz) = 27 i) = barsin. (10.1)

Amplitudinea acestor unde are valoarea (Fy/b) dz. Deci, elongatia cAimpului elec-
tric al undelor emise de aceasta sursa elementara este

Ey . .
dE(a,z) = 70 gilot=kesing) gy | (10.2)

Unda difractata se obtine prin integrarea tuturor contributiilor surselor secundare

b En si wbsin @
Bla)= 22 [ gt-kesne) g o (02) et (10
¢ )
Intensitatea undei difractate are expresia
.2 wbsin
gin® TEEES

I(a) = E(o)E* (@) = Iy (10.4)

(3ee)"
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unde Io = E0E6

Modul cum poate fi distribuita intensitatea luminii in figura de difractie, in functie
de unghiul o, se obtine din analiza functiei I(c). Extremele acestei functii sunt date
de conditia dI /da = 0 . Aceasta conditie este echivalentd cu ecuatia

o8 0r - i mbsin o wbsina_t mhsin —0
cos & - sin 3 3 g 3 =0.

Pozitia minimelor de difractie I(«) = 0 este datd de

sin (”bsm a) =0, (10.5)
. - A
de unde
bsina =n, (10.6)
cu n un numadr intreg. Unghiul pentru care se obtine primul minim de difractie este
A A
= arcsin g o (10.7)

Deci, largimea unghiulara a maximului central este

A
2000 = 2— .
g b

Unghiul sub care se vede minimul n este

.n A
an, = arcsin — ~n— . (10.8)

b b

Astfel, largimea maximului secundar cuprins intre minimele de ordin 7 gi n + 1 are

expresia

A
An,n—H =Qpy] —Op = ?)— =ct. (109)

Valoarea maximului central (valoarea functiei /() in origine) este

) Sil’l2 wbs)ina
sin a—0 (wbsina)
A

Maximele secundare se obtin pentru acele valori ale lui sin « pentru care

A2

wbsina  (2n+ )7
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Valoarea primului maxim (sin o = 3)\/(2b)) este

21,

15

iar a celui de al doilea maxim (sin @ = 5\/(2b))

2l

> e -

Se constaté cd valorile maximelor secundare scad rapid fatda de cea a maximului cen-
tral.

Il’l‘

L

Dependenta intensititii relative (I/Ip) a undei difractate,de sin v este ilustratd
grafic in Fig. 10.2 pentru b = 20 pm gi A = 500 nm (din spectrul vizibil). Se observi
cd maximele secundare scad rapid.

Dependenta de o a intensitatii relative este reprezentatd in figura 10.3, pentru
aceleasi valori ale lui b si A din Fig. 10.2. Cele douad grafice 10. 2 si 10. 3 au aceeasi
forma deoarece unghiul « ia valori mici. Pentru aceste valori sin o >~ a(x in radiani),

Efectul 1atimii fantei asupra dependentei de « a intensitatii relative este ilustrat in
figura 10.4. Am ales A = 500 nm si trei valori pentru b 100 pm pentru linia continua,
50 pm pentru linia intrerupta si 10 gm pentru linia cu punct. Se constata cd largimea
maximului central se Ingusteaza cu cresterea lui b.

Influenta lungimii de undd A a radiatiei luminoase folosite asupra dependentei
de « a intensitatii relative este redatda de figura 10.5. Am ales b = 20 um si patru
valori pentru A: 1 pm (infrarogu) pentru linia continud, 0, 77 pm (limita superioara a
spectrului vizibil) pentru linia intrerupta cu segmente scurte, 0,4 um (limita inferioari
a spectrului vizibil) pentru linia intrerupta cu segmente lungi si 0,1 ym pentru linia
cu punct. Se constata cd largimea maximului central se ingusteazd cand A scade si
intreaga figura se strange spre zero.

10.1.2 Reteaua de difractie unidimensionala plana

O retea de difractie unidimensionald plana este un ansamblu de fante paralele, egal
distantate si coplanare. Distanta dintre doua fante consecutive se numeste constanta
retelei de difractie.

Notéand cu b litimea fantei, iar cu d ldtimea zonei opace (distanta dintre fante),
constanta retelei de difractie a este

a=b+d. (10.11)

Daca pe distanta L sunt N fante, atunci
L

a=—.
N
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Fenomenul de difractie pe o retea de difractie unidimensionald plana constd in
suprapunerea undelor (rezultate din difractia pe o fantd) provenite de la toate fantele
retelei de difractie. Deci, difractia luminii pe o retea de difractie unidimensionala
plani este rezultatul a doua fenomene:

1. difractia luminii pe o fanta,

2. interferenta multipld a undelor rezultate de la toate fantele retelei de difractie.

Diferenta de drum intre undele provenite de la doud fante consecutive este
Ar =asina .

Cu notatiile

sin wbsin o b
A= Eo % 5 = isina y (1012)
A

intensitatea campului electric rezultant are expresia

E=A ei(wt—krl) + A ei(wt—krl—k-Ar)
FA Flot-ka-2ke) |y § gei-kr-RN-1pA] (10.13)

Membrul drept al ecuatiei (10.13) reprezintd o progresie geometrica de ratie

e—ik~Ar )

Folosind formula progresiei geometrice obtinem

Sll’l( 3 )Sln( A )ei[ut~§NaSina—§(a+b)sina]_ (10_14)

wbsina . i
_S)‘lil_ sin (was}\ma)

Deci, intensitatea undei difractate de reteaua plana cu N fante este

SiIl2 N,Bl sin2 ,Bg

I=1
0 sin2ﬂ1 ﬂ% ’

(10.15)

unde . bsi
masin mhsin a

Functia f,(3) = sin® N3,/ sin® B, descrie variatia intensititii in punctul de observatie
ca urmare a interferentei multiple, iar functia fy(3,) = sin® B,/32 exprimi efectul
difractiei produsa de o singura fanta.
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Functia f; are o variatie rapidad cu unghiul . Prima sa derivatd se anuleaza cand
sin(NB)[N tgh —tg (NBG1)] =0.
Conditia sin NG, = 0 devine

asina = %,\, m=0,1,2,3,... (10.16)

Daci raportul m/N este un numadr intreg n se obtin maxime principale de interferenta
multipla. Intr-adevar

lim fi(8)=N lim S2lVA

= N?
Br—nmw Bi—nw  SIN ,31 e

Deci, conditia de obtinere a maximelor principale este
asina = n\, n=0,1,2,3,... (10.17)

unde n este ordinul maximului.

Solutiile ecuatiei N tgf; = tg (Nf;) ne dau pozitiile unghiulare ale maximelor
secundare de interferentd multipla, a caror intensitate este mult mai mica decit a
maximelor principale.

Cealalta functie f((3;) are o variatie lenta in raport cu unghiul a. Ea se anuleaza
cand (3, = pr sau
bsina = pA, g=1,2.8,:: (10.18)

Functia f(3;) moduleazd intensitatea luminii rezultate din interferenta multipli.
Deoarece intensitatea maximelor de difractie printr-o fanta scade rapid cu cresterea
lui p, figura de difractie constd din maximele principale de interferentd multipla (date
de (10.17)) continute in maximul central de difractie cuprins intre —\/b si A/b.

Reprezentarea grafici a functiilor f;(sin @), fo(sin ) si a produsului lor este infatisati
in figurile 10.6(a), 10.6(b) si respectiv, 10.6(c) pentru a = 20um, b = a/3, N = 3 si
A = 500 nm. Se observi cd, functia f(sina) variazi rapid cu sina, in timp ce
fa(sin @) variazi lent.

Variatia intensitatii relative I/, in functie de sin o (data de ecuatia (10.15)) este
reprezentatd in Fig. 10.7 pentru @ = 20 um, b = a/3 i A = 500 nm. Numdrul
de fante este N = 5 in Fig. 10.7(a) si N = 10 in Fig. 10.7(b). Linia continui
reprezintd functia I/Iy(sin ) (datd de (10.15)), iar linia intreruptd functia N2 fy(3,)
ce corespunde difractiei pe o fanta si care infagoara functia reprezentatd. In figurile
urmatoare semnificatia celor doud linii se pastreaza. In Fig. 10.7 se constatda ca
largimea maximului principal de difractie §i numarul de maxime principale de
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interferentd multipla nu se modificd cu N. In schimb numaérul §i marimea maximelor
secundare de interferentd multipld depind puternic de N. De asemenea, remarcam ca
lirgimea maximelor principale de interferentd multipld se ingusteaza cu cregterea lui
N.

Influenta lungimii de undd () asupra dependentei de sin o a intensitétii relative
I/1I, este redatd de figura 10.8. Am ales a = 20 um, b = a/3, N = 3 si doud valori
pentru A\: 1 pm (infrarosu) pentru Fig. 10.8(a) si 0,5 um (spectrul vizibil) pentru
Fig. 10.8(b). Se observi cd largimea maximului central se ingusteazi cand ) scade si
intreaga figurd se strange spre zero.

Efectul 13timii (b) fantelor asupra dependentei de sin ¢ a intensitatii relative /1,
este ilustrat in figura 10.9. Am ales A = 500 nm, a = 20 ym, N = 3 si doua valori
pentru b: a/2 pentru Fig. 10.9(a) si a/3 pentru Fig. 10.9(b). Se constati ci lirgimea
maximului central se ingusteaza cu cregterea lui b. De asemenea, observam ca numarul
maximelor principale de interferenta multipla creste cu micsorarea lui b.

Influenta latimii zonei opace asupra dependentei de sina a intensitatii relative
I/1, este redatd in figura 10.10. Am ales A = 500 nm, b = 10 pm, N = 4 si doud
valori pentru a: 20 pym pentru Fig. 10.10(a) si 40 um pentru Fig. 10.10(b). Observim
cd numarul maximelor principale de interferenta multipla este puternic influentat de
valoarea lui d (el creste cind d se maregte). Litimea zonei opace nu modificd lirgimea
maximului central de difractie.

10.1.3 Dispozitivul Young

Dispozitivul Young poate fi considerat ca o retea plana de difractie cu doud fante.
Astfel, figura de interferentda care se obtine cu ajutorul unui dispozitiv Young este
rezultatul a doud procese:

1. difractia pe o fanta,
2. interferenta fasciculelor provenite de la cele doua fante.

Fenomenul de difractie determina scdderea intensitatii luminii in figura de interferenta
de la centrul figurii spre margine, pana la anularea ei. Franjele de interferenta care
se observa experimental reprezinta maximele principale de interferenta cuprinse in
maximul central de difractie.

Particularizand relatia (10.15) obtinem pentru intensitatea undei rezultante ex-
presia

I(a) = 41,

sin2 wbsina s
M COS2 [W] , (1019)

(rosine)® A

unde b reprezinta largimea unei fante, iar d distanta dintre fante.
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Maximele de interferentd sunt date de conditia
(d+b)sina=n\, n=0,1,2,3,... (10.20)
Minimele de difractie se obtin cand
bsina =mA, w=1,23;-.. (10.21)

Maximul de ordin n se suprapune peste primul minim de difractie cand

naA A
i = —=—. 10.22
S (10.22)
Deci, numérul de maxime principale de interferenta cuprinse in maximul central de
difractie (egal cu numirul de franje din figura de interferenta) este

d
2n—1=2-41.
n b +
Daci distanta dintre fante (d) si lirgimea unei fante (b) sunt de acelasi ordin de
mirime, numérul de franje este mic (3 pentru d = b). Dacd d > b figura de
interferentd nu se obtine. O figurd de interferenta optima se obtine cind b < d
(pentru d = 10b se obtin 21 de franje).

Variatia intensitétii relative I/l in functie de sin o (data de ecuatia (10.19)) este
ilustratd pentru @ = b+d = 20 um, b = a/3 si doud valori a lui A: 1000 nm
in Fig. 10.11(a) si 500 nm in Fig. 10.11(b). Linia continuid reprezintd functia
I/Iy(sin) (datd de (10.19)), iar linia intreruptd functia 4 cos® {[7(d + b) sina]/A}
ce corespunde difractiei pe o fanti si care infisoarad functia I/[y(sinc). In figurile
urmitoare semnificatia celor doua linii se pastreaza. In Fig. 10.11 se observa ca
largimea maximului central se ingusteaza cand A scade si intreaga figura se strange
spre zero.

Efectul 14timii (b) fantelor asupra dependentei de sin « a intensitatii relative /1,
este redat in figura 10.12. Am ales A = 500 nm, ¢ = 20 pm si doud valori pentru
b: a/3 pentru Fig. 10.12(a) si a/2 pentru Fig. 10.12(b). Se constatad cd largimea
primului maxim de difractie se ingusteaza cu cregterea lui b. De asemenea, observam
ca numarul franjelor de interferentd creste cu micgorarea lui b.

Influenta distantei (d) dintre fante asupra dependentei de sin « a intensitatii rela-
tive I /1, este infatisatd in figura 10.13. Am ales A = 500 nm, b = 10 um si doud valori
pentru d: 10 ym pentru Fig. 10.13(a) si 30 um pentru Fig. 10.13(b). Observim ci
numdrul franjelor de interferentd este puternic influentat de valoarea lui d (el creste
cand d se mareste).
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Ed
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o
P
Figura 10.74

10.2 Difractia Fresnel

Cand fie sursa, fie punctul de observatie, fie ambele sunt la distante finite de des-
chidere, curbura fronturilor de unda nu mai poate fi neglijata.

Consideram cazul cel mai simplu de tratat matematic, cel al unei deschideri cir-
culare. Fie o sursa S, aflatd la distanta R de ecranul F ce contine orificiul circular
CC' de razd p, pe dreapta ce trece prin centrul O al deschiderii. Fie P punctul de
observatie, situat pe dreapta OS, la distanta r de ecran, ca in Fig. 10.14.

Pe suprafata de unda sferica ¥ sunt distribuite continuu surse secundare coe -
rente punctiforme. Unda rezultanta in punctul P se obtine prin suprapunerea in P a
contributiilor datorate distributiei continue de surse secundare. Deoarece toate un-
dele ce trec prin puncte situate la aceeasi distantd de centrul O parcurg acelagi drum
pana in punctul P este avantajos sa se imparta deschiderea circulara in zone circu-
lare concentrice, numite zone Fresnel. Aceste zone Fresnel pot fi considerate  surse
secundare. Pentru a obtine zonele Fresnel se traseazad din P sfere de raze v, r + \/2,
T+ A, 7+ 3A/2, ... Notdm cu A,, A, ..., A, punctele de intersectie ale sferelor cu
suprafata de unda ¥. Diferenta de drum Ar, dintre doua unde provenite de la doua
zone succesive este

AT-"—'Al.P—A()P:AgP—AlP:...=/\/2,

unde A este lungimea de unda a radiatiei emise de sursa S. Prin urmare, undele ce
provin de la doua zone vecine sunt in opozitie de faza

A¢=2T7F-Ar=7r.
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Fie zona Fresnel de raza ry. Notdm cu J; diferenta de drum dintre unda provenita de
la zona de raza 7 si cea de la zona de raza r

5k=AkP—A0P=k-/2\—.

Deoarece, suprafata de undd are curburd micd, in calcule neglijim pe O A2 si §2. Din
teorema lui Pitagora in triunghiul O A; P rezulta

2r -6 — 12
04y = % : (10.23)
Scriem de asemenea, teorema lui Pitagora in triunghiul SOA,. Obtinem
Tk
04y =% (10.24)

Din cele doud ecuatii (10.23) si (10.24) avem

Rr
R+r

k)

2.
Ty =

unde k = 27/ este numdrul de unda. Aria zonei Fresnel cu frontierele 744, §i 7% are
expresia

! A=ct.

S=nr, —ari=n1
k+1 k R+r

Deci, toate zonele Fresnel au aceeasi arie. Numarul n de zone Fresnel continute in
suprafata orificiului circular de raza p este

2 2
_Tp PP R+
n=-—o = R (10.25)
sau " :
P
nr= - gt (10.26)

Pe baza relatiei (10.26) se poate determina experimental lungimea de undi a
radiatiei monocromatice utilizate.

Daca numarul de zone Fresnel este par intensitatea undei rezultante in P este
minima iar daca numarul de zone Fresnel este impar intensitatea in P este maximai.
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10.3 Aplicatii

10.1 O radiatie monocromatici (A = 4750 A) lumineazi normal o retea de difractie.
Calculati dispersia unghiulari a retelei (D = da/d)) in functie de unghiul de difractie
Q.

R: Diferentiem relatia

asina = n\ . (10.27)
Obtinem
acosada =nd . (10.28)
Impatind cele doua relatii avem
o W
tga X’
de unde obtinem expresia dispersiei unghiulare
da tga
D=—=—. .
D 3 (10.29)

10.2 Fie o retea de difractie cu constanta a = 1,5 pm. Gasiti dispersia unghiulara
corespunzatoare maximului de difractie de ordin maxim al radiatiei A = 530 nm, in
cazul in care lumina cade pe retea: a) sub incidentd normald, b) sub un unghi 7 = 45°.

R: a) Pentru a afla ordinul maxim de difractie punem conditia @ = 7/2, deci
asinm/2 = nyA\ .

Deoarece a/A = 2,83 rezultd n,, = 2. Pentru n, = 2 rezultd sina = 2\/a s
cosa = y/1 —4A?/a?. Prin urmare D = n/(acos«) are valoarea D = 1,884 - 107

rad/nm.
b) Pentru ¢ # 0 conditia de maxim de difractie este

a|sinitsina |=nA.

In cazul nostru i = 7/4 §i @ = 7/2, deci

1)

a(sin45 + sin90) = nyA .

Deoarece a/1, 707\ = 4, 8 rezulta n,, = 4.
2)
a | sin45 —sin 90 |= npA .
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Deoarece a/0,293)\ = 0, 83 rezultd n,, = 0.
Pentru n,, = 4 rezultd sin45 + sina = 4)\/a, de unde sina = 0,708 si cosa =
0,706. Prin urmare D are valoarea 3,777 - 10~ rad/nm.

10.3 Dandu-se o retea de difractie cu 4000 linii/cm, cate ordine de difractie se
vor produce pentru intregul spectru vizibil (0,4 — 0,7) pym?

R: Pentru a afla ordinul maxim de difractie punem conditia o = 7/2, deci
asinm/2 = npAnas -

Deoarece a/Amez = 3,57 rezultd cd se obtin 3 ordine de difractie pentru intregul
spectru vizibil.

10.4 O retea de difractie are 3000 linii/cm. Pentru ce lungime de undi din
spectrul vizibil se poate observa maximul de ordin 57

R: Din conditia
asin a = nAnez ,

unde @ = 7/2 i n = 5 rezultd Ao = a/5 = 0,66 pm. Ordinul 5 se poate observa cu
aceasta retea pentru lungimi de unda A\ < 0,66 pm.

10.5 O retea de difractie de 2 cm are 6000 linii. La ce unghiuri vor apirea fascicule
de intensitate maximi daci radiatia incidents are lungimea de undi A = 5890 A?

R: Din conditia
asina = nA ,

obtinem sin @ = n\/a, deci a = arcsin (nA/a).

Pentru n = 0 avem oy = 0.
Pentru n = 1 rezultd sina; = 0,1767 de unde a; = +10°10".
Pentru n = 2 rezultd sin ap = 0, 3534 de unde ay = +20°41".
Pentru n = 3 rezulta sin a3 = 0, 5301 de unde a3 = +32°.
Pentru n = 4 rezultd sinay = 0, 7068 de unde a4y = +44°58'.

183

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Anexa
Relatii fundamentale din analiza
vectoriala

0., 0¢p_ 09,

grad¢ = s + a—yey + 3,5 (10.30)
o
grad ¢(a) = %0 grada , (10.31)
., Ov,  Ovy  Ov,
divv = P + a—y + 5, (10.32)
L (Ov, Ovy\ Oov, O0v,) . Oov, Ovg) .
Totv = (ay E‘) €, + (g oz ) €y + (% ay ) €, (1033)
| P P 0
div (grad ¢) = A¢p = 922 + By? + 972 (10.34)
A(l/r)=0, (10.35)
. 0%t 0*t 0%
Av_w+é?+-6?’ (1036)
rot (grad ) =0, (10.37)
div (rot?) =0,  (10.38)
rot (rotv) = grad (divv) — AU, (10.39)
grad(¢¥) =V grad ¢ + ¢ grad ¥ , (10.40)
div(¢v) = ¢ divv + ¥ grad ¢ , (10.41)
rot(¢v) = ¢ rot v+ grad ¢ X v, (10.42)
div(@x b)=b-rotd—a-roth. (10.43)
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Teorema lui Gauss-Ostrogradsky: fluxul vectorului @ printr-o suprafata inchisa
oarecare S este egal cu integrala divergentei acestui vector pe volumul marginit de
suprafata S: '

?{ qitdS = [ divaav . (11.15)
5 JV

Teorema lui Stokes: circulatia vectorului @ pe un contur inchis oarecare T' este
egald cu fluxul lui 7ot @ prin suprafata £ care se sprijina pe conturul T

}[a-(//“: / rol @- 7 dS . (11.16)
r N
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